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СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ  
 
ВПЗ –  волна пространственного заряда; 
ДСЛСЭ – двухпотоковый супергетеродинный лазер на свободных 
электронах; 
..ck  – комплексно-сопряженная величина; 
ЛСЭ – лазер на свободных электронах; 
мм-ИК – миллиметровый-инфракрасный; 
мм-субмм – миллиметровый-субмиллиметровый; 
ППСЛСЭ – плазменно-пучковый супергетеродинный лазер на свободных 
электронах; 
РЭП – релятивистский электронный пучок; 
СВЧ – сверхвысокая частота; 
СЛСЭ – супергетеродинный лазер на свободных электронах; 
c  – скорость света; 
e  – заряд электрона; 
zyx eee ,,  – орты осей X, Y, Z соответственно; 
i  – мнимая единица; 
em  – масса электрона; 
g  – релятивистский фактор. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
Актуальность темы  
После того как первые конструкции лазеров на свободных электронах 
(ЛСЭ) как с накачкой поперечным реверсивным магнитным полем [1], так и 
мощной относительно низкочастотной электромагнитной волной [2] были 
успешно экспериментально реализованы [3–6], эти устройства привлекают 
пристальное внимание исследователей. Интерес к ним вызван, прежде всего, 
таким их свойством как возможностью генерации мощного когерентного 
электромагнитного излучения во всем непрерывном диапазоне частот от 
миллиметровых до рентгеновских волн [7–13]. 
Среди различных типов ЛСЭ следует выделить супергетеродинные 
лазеры на свободных электронах (СЛСЭ) [13–29]. Особенностью СЛСЭ 
является то, что в них используют дополнительный механизм усиления 
продольных волн. Благодаря этому при равных с традиционными ЛСЭ 
параметрах системы (таких как сила тока, энергия пучка, амплитуда поля 
накачки и др.) одинаковое усиление волны сигнала достигается в СЛСЭ при 
существенно меньших длинах системы. В качестве дополнительных 
механизмов усиления в СЛСЭ используют пучковые неустойчивости, 
например, двухпотоковую, плазменно-пучковую. Известно, что такие 
неустойчивости способны обеспечить исключительно высокие уровни 
усиления пучковых волн. Именно поэтому СЛСЭ, построенные на такой 
технологической базе, характеризуются столь высокими усилительными 
свойствами.  
Отметим, что пучковые волны, нарастающие за счет вышеупомянутых 
электронно-волновых неустойчивостей, характеризуются линейными 
дисперсионными зависимостями. Поэтому между гармониками таких волн 
возможно выполнение условий трехволнового параметрического резонанса. 
Последнее обстоятельство резко усложняет общую нелинейную динамику 
волн данного класса систем. Прежде всего, потому, что вышеуказанная 
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особенность законов дисперсии волн в конечном итоге приводит к 
одновременному возбуждению многих гармоник. Как следствие, в СЛСЭ 
оказываются возможными режимы взаимодействия, при реализации которых 
имеет место возбуждение десятков и более высших гармоник с 
соизмеримыми амплитудами. Следует отметить, что до начала исследований 
автора в данном направлении, общая нелинейная картина таких процессов не 
была ясной во многих отношениях. Объяснения наблюдаемых физических 
процессов могли быть получены только в рамках нелинейной теории 
множественных параметрических резонансов. 
При разработке такой теории одним из наиболее осложняющих 
обстоятельств являлось то, что в некоторых конфигурациях систем 
амплитуды гармоник волн не просто были соизмеримыми, но высшие по 
частоте гармоники превосходили амплитуды низших. Как показано в работе, 
основной механизм генерации высших гармоник в таких ситуациях связан с 
реализацией эффекта множественных параметрических резонансов. 
Последние возникают в случаях, когда каждая гармоника (например, из 
нескольких десятков) участвует в трехволновом параметрическом резонансе 
с двумя другими этого же пакета гармоник. Такого рода нелинейные физико-
математические задачи относятся к одним из наиболее сложных в 
электродинамике плазменноподобных систем. Поэтому проблема 
нелинейной теории множественных параметрических резонансов оставалась 
нерешенной до начала работ автора.  
Характеризуя данное научное направление в целом, можно сказать, что 
физика мультигармонических процессов, протекающих в сильноточных, в 
том числе, и супергетеродинных лазерах на свободных электронах, является 
новой, многообещающей областью исследований. Наиболее яркой 
иллюстрацией этого служат  мультигармонические  СЛСЭ, которые 
способны  формировать мощные ультракороткие электромагнитные 
кластеры. В работе показано, что путем придания специальной формы 
спектра выходного сигнала мультигармонического СЛСЭ, возможна 
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генерация не только обычных импульсов, но и интенсивных ультракоротких 
кластеров электромагнитного поля. Такие ультракороткие электромагнитные 
кластеры, как и ультракороткие импульсы, могут иметь широкое 
практическое применение для ряда фундаментальных и прикладных 
исследований в области физики, химии, биологии, медицины [30–32].  
Таким образом, имеется ряд нерешенных задач, связанных с 
мультигармоническими процессами в супергетеродинных ЛСЭ, которые 
могут иметь как фундаментальное общефизическое, так и прикладное 
значение, что и определяет актуальность темы диссертационной работы. 
Связь работы с научными программами, планами, темами  
Работа выполнена на кафедре общей и теоретической физики Сумского 
государственного университета и связана с выполнением следующих 
госбюджетных тем и научных проектов: «Новый метод ускорения 
заряженных частиц и сгустков квазинейтральной плазмы» (№ 0197U16608, 
1996–1999 гг.); «Обоснование возможности создания устройств на основе 
ускорителей заряженных частиц со скрещенными EH-полями ондуляторного 
типа (Ground of the possibility of creation of the devices on the basis of charged 
particles acceleration with crossed EH-fields in undulating fashion)» (проект 
Украинского научно технического центра №1457, 1999-2002 гг.); «Новый 
физический механизм усиления электромагнитных волн СВЧ-видимого 
диапазонов частот в потоках релятивистской плазмы и проект эксперимента 
по его реализации» (№ 0100U003215, 2000–2002 гг.); «Асимптотические 
иерархические методы и их применение к нелинейным задачам 
электродинамики» (№ 0103U000770, 2003–2005 гг.); «Физика волновых 
процессов в открытых волноводно-резонансных металлодиэлектрических 
системах с распределенными источниками излучения» (№ 0106U001931, 
2006–2008 гг.); «Физика формирования потоков заряженных частиц в 
приборах для диагностики материалов атомной энергетики» 
(№ 0106U001378, 2009-2011 гг.).  
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Цели и задачи исследования  
Целью работы является установление основных физических 
закономерностей нелинейных мультигармонических процессов в 
супергетеродинных ЛСЭ; определение режимов работы СЛСЭ, при которых 
возможно формирование интенсивных электромагнитных волн с широким 
частотным спектром, в том числе, ультракоротких кластеров. 
Для достижения поставленной цели необходимо было решить 
следующие задачи:  
· Разработать концепцию и исследовать мультигармонические 
супергетеродинные ЛСЭ, которые способны формировать интенсивные 
электромагнитные волны с широким спектром, в том числе и мощные 
ультракороткие кластеры электромагнитного поля. 
· Построить самосогласованную нелинейную теорию мультигармонических 
взаимодействий в релятивистских двухпотоковых электронных пучках с 
учетом эффектов множественных параметрических резонансов разного 
типа. Определить условия формирования волн с широким аномальным 
спектром, когда гармоники с более высоким номером имеют большую 
амплитуду. 
· Построить самосогласованную нелинейную теорию параметрически-
резонансных взаимодействий волн в двухпотоковых, плазменно-пучковых 
и параметрических электронно-волновых супергетеродинных ЛСЭ. 
Изучить влияние мультигармонических взаимодействий на интенсивность 
основной гармоники в режиме, при котором она имеет максимальное 
усиление, выяснить механизмы и уровни насыщения.  
· Модернизировать метод усредненных характеристик для решения задач 
параметрически-резонансных взаимодействий, имеющих множественный 
характер.  
Объект исследования – мультигармонические процессы в супер-
гетеродинных лазерах на свободных электронах. 
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Предмет исследования – вынужденное излучение сильноточными 
релятивистскими электронными пучками электромагнитных полей и его 
использование для формирования мощных электромагнитных волн с 
широким частотным спектром.  
Методы исследования. В качестве базового математического аппарата 
для теоретического исследования мультигармонических процессов в 
супергетеродинных ЛСЭ использован иерархический подход к теории 
колебаний и волн [13–16]. Также применялись стандартные числовые и 
численно-аналитические методы, в том числе, метод медленно меняющихся 
амплитуд. 
Научная новизна полученных результатов 
1. Предложен метод и физический механизм реализации формирования 
ультракоротких кластеров электромагнитного поля. 
2. Предложена концепция мультигармонических ЛСЭ – формирователей 
электромагнитных волн с широким частотным спектром. 
3. Впервые построена самосогласованная нелинейная теория 
мультигармонических двухпотоковых супергетеродинных лазеров на 
свободных электронах – формирователей ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля. Выяснены условия формирования широкого 
спектра волн. Продемонстрировано, что такие ЛСЭ способны 
формировать мощные ультракороткие кластеры электромагнитных волн. 
4. Впервые построена самосогласованная нелинейная теория 
мультигармонических резонансных взаимодействий волн в 
двухпотоковом релятивистском электронном пучке с учетом 
множественных параметрических резонансов разного типа. Выяснено, 
что в таких системах при условии, когда частота первой гармоники 
волны пространственного заряда много меньше критической частоты 
двухпотоковой неустойчивости, могут возбуждаться волны с 
аномальными спектрами, в которых с увеличением номера гармоники 
увеличивается ее амплитуда. Показано, что здесь реализуются 
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параметрически-резонансные взаимодействия между волнами разного 
типа, с помощью которых можно управлять формированием широкого 
спектра нарастающей волны. 
5. Впервые построена кубически-нелинейная самосогласованная теория 
параметрически-резонансных взаимодействий электромагнитных волн в 
параметрических электронно-волновых супергетеродинных лазерах на 
свободных электронах. Определены оптимальные режимы работы; 
показано, что такие СЛСЭ являются источниками мощных 
монохроматических волн в субмм-ИК диапазонах длин волн. 
6. Предложена концепция и построена нелинейная самосогласованная 
теория мультигармонических плазменно-пучковых супергетеродинных 
лазеров на свободных электронах Н-убитронного типа. 
Продемонстрировано, что такие ЛСЭ способны формировать мощные 
мультигармонические электромагнитные волны в мм-субмм диапазоне 
длин волн.  
7. Впервые построена самосогласованная кубически-нелинейная теория 
параметрически-резонансных взаимодействий электромагнитных волн в 
плазменно-пучковых супергетеродинных лазерах на свободных 
электронах с доплертронной накачкой. Показано, что такие ЛСЭ 
способны генерировать мощные монохроматические электромагнитные 
волны в мм-субмм диапазоне длин волн.  
Практическое значение полученных результатов 
Значение полученных в диссертационной работе результатов состоит в 
том, что они могут быть использованы для создания новых типов устройств, 
которые предназначены для формирования интенсивного электромагнитного 
излучения с широким спектром, – мультигармонических супергетеродинных 
ЛСЭ. Предложенная концепция формирования ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля может быть реализована не только с помощью 
супергетеродинных ЛСЭ, проанализированных в диссертационной работе, но 
и с помощью других типов устройств, использующих релятивистские пучки.  
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Разработанные мультигармонические кубически-нелинейные теории 
позволяют определить оптимальные режимы работы суперегетородинных 
ЛСЭ как в режиме максимального усиления, так и в режиме формирования 
электромагнитных волн с широким спектром. С помощью таких 
теоретических подходов можно определить характеристики СЛСЭ, 
рассчитать параметры конкретных конструкций. Используемые в работе 
подходы применимы для расчета других мультигармонических процессов в 
средах с квазилинейными дисперсионными зависимостями.  
Личный вклад соискателя 
Материал диссертации основывается на результатах исследований, 
выполненных при непосредственном участии диссертанта или под его 
научным руководством. Все новые результаты в защищаемых положениях 
получены лично диссертантом и изложены в работах [33–83].  
В серии работ [33, 34, 38–40, 59–66], автор совместно с учеником 
Ромбовским М.Ю. и научным консультантом Кулишом В.В. провел анализ 
нелинейной динамики гармоник волн с учетом эффектов множественных 
резонансов в двухпотоковом релятивистском пучке и параметрическом 
электронно-волновом СЛСЭ. Соискателю принадлежит постановка задачи, 
получение укороченных уравнений, участие в разработке вычислительных 
программ, анализ полученных результатов. 
В работах [41–45, 67–71] диссертант совместно с учеником 
Ковалем В.В. и научным консультантом Кулишом В.В. проанализировал 
мультигармонические процессы в плазменно-пучковых СЛСЭ. Соискатель 
провел постановку задачи, построил нелинейную теорию 
мультигармонических процессов в исследуемых устройствах, принял участие 
в компьютерном моделировании, анализе полученных результатов.  
Работы [35–37, 48–58, 62, 72–83] посвящены исследованию 
мультигармонических процессов в двухпотоковых СЛСЭ, анализу 
ускорительных систем для ДСЛСЭ и развитию иерархических методов, в том 
числе, созданию метода усредненных характеристик. Соискателю в этих 
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статьях принадлежит материал, связанный с анализом мультигармонических 
процессов в ДСЛСЭ, с модернизацией метода усредненных характеристик. 
Он участвовал в постановке задачи, им была построена мультигармоническая 
теория исследуемых систем, проводил компьютерное моделирование, 
анализировал полученные результаты.  
В работах [46, 47] автором проведено качественное физико-
технологическое обоснование практической реализации формирования 
ультракоротких кластеров электромагнитного поля супергетеродинными 
ЛСЭ клистронного типа.  
Идеи, развитые в диссертационной работе и статьях, обсуждались и 
обобщались совместно с научным консультантом проф. Кулишом В.В. Во 
всех работах другие соавторы участвовали в проведении аналитических 
преобразований, компьютерном моделировании, анализе полученных 
результатов и их обсуждении. 
Лично автором подготовлены тексты статей [33–35, 37–44, 46, 47, 52–
54] и тезисы докладов [59–68, 71–73, 79, 82].  
Апробация результатов диссертации 
Основные результаты работы докладывались и обсуждались на 
следующих конференциях: 27th International Conference on Infrared and 
Millimeter Waves (San Diego, California, USA, 2002); 14th International 
Conference on Microwaves, Radar and Wireless Communications “MIKON-2002” 
(Gdańsk, Poland, 2002); 5th International Conference of Science and Technology 
"AVIA-2003" (Киев, 2003 г.); Joint 29th International Conference on Infrared and 
Millimeter Waves and 12th International Conference on Terahertz Electronics  
(Karlsruhe, Germany, 2004); The International Workshop on Microwaves, Radar 
and Remote Sensing (Киев, 2005 г.); 14-й, 15-й, 17-й, 18-й и 19-й Междуна-
родных крымских конференциях “СВЧ-техника и телекоммуникационные 
технологии” (Севастополь, 2004, 2005, 2007, 2008 и 2009 гг.); I, II, IV, VIII 
International Young Scientists Conference Optics and High Technology Material 
Science (Киев, 2000, 2001, 2003, 2007 гг.); Международной конференции 
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молодых ученых и аспирантов (Ужгород, 2009, 2011 гг.); V International 
Conference "Electronics and Applied Physics" (Киев, 2009 г.). 
Публикации  
Результаты диссертации изложены в 51 научной работе, 22 из которых 
опубликованы в отечественных и международных специализированных 
научных журналах [33–54]; 4 статьи опубликованы в журналах, которые не 
входят в перечень специализированных научных журналов по специальности 
диссертации [55–58]; 14 статей опубликованы в трудах конференций 
[61, 64, 65, 67, 68, 71, 74–78, 80–82], 11 работ – тезисы докладов 
[59, 60, 62, 63, 66, 69, 70, 72, 73, 79, 83].  
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РАЗДЕЛ 1  
ПАРАМЕТРИЧЕСКИ-РЕЗОНАНСНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В 
СУПЕРГЕТЕРОДИННЫХ ЛАЗЕРАХ НА СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНАХ 
(ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ) 
 
1.1. Эффект супергетеродинного усиления 
 
В супергетеродинных ЛСЭ используется эффект супергетеродинного 
усиления электромагнитных волн в релятивистских электронных пучках 
[13-18, 20–29 и др.]. Благодаря этому эффекту СЛСЭ характеризуются более 
высокими коэффициентами усиления по сравнению с параметрическими 
ЛСЭ [7–10, 12–16 и др.], которые используют такие же по интенсивности 
электронные пучки, имеют меньшие габариты, стоимость. 
Впервые понятие об эффекте супергетеродинного усиления волн было 
сформулировано работе [84], где рассматривалась задача о трехволновом 
параметрическом резонансе электромагнитных волн (накачки, сигнала и 
холостой волны) в нелинейной активной среде. При этом частоты накачки 
2w  и сигнала 1w  выбирали близкими, а именно, такими, чтобы частота 
холостой волны была намного меньше частот сигнала и накачки 
21213 ,ww<<w-w=w . Параметры среды подбирались так, чтобы холостая 
волна, обладающая низкой частотой, попадала в полосу усиления, связанную 
с неким внешним дополнительным механизмом. В силу нелинейной связи 
волн это усиление переносилось на волну сигнала, что и трактовалось как 
эффект супергетеродинного усиления. Таким образом, за счет реализации 
эффекта супергетеродинного усиления появлялась возможность переносить 
усиление далеко "вверх" по частоте, а именно, из более низкочастотной 
области (где имелся эффективный механизм усиления, используемый как 
дополнительный) в относительно более высокочастотную область (где таких 
механизмов усиления не имелось). 
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Аналогичная идея применительно к ЛСЭ была сформулирована в 
работах В.В.Кулиша [17, 18]. Однако здесь имеются некоторые отличия. В 
ЛСЭ частоты сигнала 1w  и холостой волны (ВПЗ) 3w  часто оказываются 
близкими либо равными. Поэтому выше описанная идея переноса усиления 
по частотному диапазону в данном случае использована быть не могла. С 
другой стороны, в вакуумной и плазменной электронике уже давно известны 
высокоэффективные механизмы усиления продольных пучковых волн. 
Например, плазменно-пучковый, двухпотоковый, параметрический 
двухпотоковый [13, 15, 85–101 и др.], обеспечивающие рекордные уровни их 
усиления. Многие годы ситуация осложнялась тем, что отсутствовали 
эффективные способы трансформации продольных волн (пучковых) в 
поперечные (электромагнитные). После успешных экспериментов с 
параметрическими ЛСЭ стало понятно, что проблема трансформации 
продольных в поперечные может быть решена с помощью явления 
трехволнового параметрического резонанса, который используется в 
параметрических ЛСЭ. В роботах [17, 18] и было предложено объединить 
идею дополнительного усиления продольных волн пространственного заряда 
и трансформации энергии этих волн в поперечную электромагнитную путем 
использования параметрического резонанса. Лазеры на свободных 
электронах, в которых используются такие эффекты, называют 
супергетеродинными лазерами на свободных электронах. 
Особенности механизма супергетеродинного усиления в СЛСЭ 
обсудим на примере рамановской стационарной модели с неким 
произвольным квазилинейным механизмом дополнительного усиления 
[17, 18]. Тогда для нормированных амплитуд волн можем получить систему 
уравнений (подробнее см. в [13, 15, 16, 20, 25]): 
 
 321 aadz
da
-= , 312 aadz
da
-= , 2133 aaadz
da
-=G- .  (1.1) 
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Линейным слагаемым 3aG-  в третьем уравнении системы (1.1) 
моделируем отрицательное "затухание" ВПЗ (т.е. усиление) за счет внешнего 
дополнительного механизма. Здесь: ka  – нормированные амплитуды волн 
накачки ( 2=k ), сигнала ( 1=k ) и ВПЗ ( 3=k ); G  – нормированный 
инкремент, описывающий дополнительный механизм усиления. Несмотря на 
разнообразие физических форм последнего, все модели данного типа 
сохраняют некоторые общие характерные черты. Обсудим их, анализируя 
решения системы уравнений (1.1). 
Считаем накачку сильной ( |||,||| 312 aaa >> ), такой, что в процессе 
взаимодействия ее изменением можно пренебречь ( 202 aa » ). Волны сигнала 
и ВПЗ полагаем распространяющимися в положительном направлении оси 
Z , граничные условия выбираем в виде: 
 
 ( ) 101 0 aza == , ( ) 00 303 === aza . (1.2) 
 
Решение системы (1.1) ищем в виде )exp(~ za . После несложных вычислений 
получаем для инкрементов 2,1a  следующие выражения ([17, 18]): 
 
 220
2
2,1 42
a+
G
±
G
=a . (1.3) 
 
Из (1.3) следует, что в случае отсутствия дополнительного механизма 
усиления ( 0=G ) имеет место параметрическое нарастание волн с 
инкрементом 20ap =a . Используя граничные условия (1.2), для 
коэффициента усиления электромагнитной волны находим: 
 
 ( )
12
12
10
1
1
21
a-a
a-a
==
aa LL ee
a
LaK , (1.4) 
19 
 
где L  – длина области взаимодействия, ( )La1  – амплитуда волны сигнала 
при Lz = . При условии, что 224 G<<a p , выражение (1.4) можно привести к 
более простой форме [17, 18] 
 
 )exp(1 2
2
1 LK
p ×G×
G
a
+@ , (1.5) 
 
наглядно демонстрирующей суть обсуждаемого явления. Как видим, 
основное усиление электромагнитной волны достигается не за счет 
параметрического (инкремент pa ), как в традиционных ЛСЭ, а 
дополнительного механизма усиления )exp( L×G . Заметим, что 
параметрический инкремент при этом не может быть слишком малым, 
поскольку он влияет на результирующий коэффициент супергетеродинного 
усиления ( ( ) 1/exp 22 >>GGa Lp ).  
Проиллюстрируем сказанное численными оценками. Например, при 
15,0~G  см – 1, 01,0~pa  см
 – 1 и 1~L  м находим, что 41 105,1~ ×K . В случае, 
когда супергетеродинное усиление отсутствует 0=G , из (1.4) получаем, что 
11 5,1 KK p <<» . Таким образом, эффект супергетеродинного усиления 
позволяет повысить коэффициент усиления на четыре порядка! Анализируя 
взятые выше значения для оценок, следует заметить, что пучковые 
электронно-волновые неустойчивости обладают рекордными значениями 
инкремента усиления [13, 15, 85–101]. Так, принятое выше 15,0~G  см – 1 для 
плазменно-пучкового механизма является обычным значением [85–101], 
тогда как для параметрического инкремента нарастания значение 
01,0~pa  см
 – 1 считается уже достаточно высоким [7–16]. 
Из сказанного выше следует, что супергетеродинные СЛСЭ 
различаются, в первую очередь, типом дополнительного механизма 
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усиления. В связи с этим отметим, что по типу используемого 
дополнительного механизма все СЛСЭ можно разделить на линейные и 
квадратичные [13–15, 24, 27]. Первые из них построены на основе линейных 
механизмов усиления пучковых волн, второй – нелинейных, в частности 
параметрических. Линейные механизмы дополнительного усиления 
характеризуются линейными дисперсионными зависимостями, имеют 
нерезонансный характер и, следовательно, такие эффекты усиления волн 
проявляются в первом (линейном) порядке соответствующей теории СЛСЭ. 
Плазменно-пучковые, двухпотоковые неустойчивости являются яркими 
представителями таких механизмов усиления. В отличие от линейных, 
квадратичные механизмы усиления уже носят резонансный характер и 
поэтому проявляются только во втором порядке соответствующей теории 
СЛСЭ. 
В соответствии с типом используемого дополнительного механизма 
усиления супергетеродинные ЛСЭ называются плазменно-пучковыми, 
двухпотоковыми, параметрическими электронно-волновыми и т.д. 
 
1.2. Двухпотоковые СЛСЭ 
 
Наиболее изученными на сегодняшний день являются двухпотоковые 
супергетеродинные ЛСЭ, использующие в качестве дополнительного 
механизма усиления двухпотоковую неустойчивость. Идея использования 
двухпотоковой неустойчивости для усиления электромагнитных волн 
появилась сразу же после ее теоретического открытия [102–105] и 
экспериментального подтверждения [106–108]. Отметим, что в литературе 
под термином двухпотоковая неустойчивость понимают два случая: 
а) неустойчивость, которая развивается в системе, состоящей из двух 
электронных пучков одинаковой плотности, которые двигаются или 
навстречу друг другу, или вдоль одного направления с близкими по модулю 
скоростями; б) неустойчивость, развивающуюся в плазме, через которую 
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проходит пучок малой плотности (по сравнению с плазмой). О последнем 
случае говорят также как о плазменно-пучковой неустойчивости, а о первом 
– как о двухпотоковой неустойчивости в узком значении этого термина.  
Первое электронное устройство, которое использовало в качестве 
рабочего механизма двухпотоковую неустойчивость, была электронно-
волновая лампа (лампа Гаева) [109, 110]. Ее схема представлена на рис. 1.1. 
Здесь нерелятивистский двухскоростной электронный пучок 1 с 
парциальными скоростями 1u  и 2u  последовательно проходит через два 
отрезка спирали 2 и 4, которые разделены пролетной секцией 3. Первая из 
спиралей является входным устройством. Ее функцией является 
преобразование усиливаемого электромагнитного сигнала в продольную 
пучковую волну (волну пространственного заряда). Скорость одного из 
потоков подбирается близкой к фазовой скорости электромагнитной волны в 
спирали для того, чтобы модуляция потока входным сигналом была наиболее 
эффективной. Основное усиление преобразованного сигнала происходит в 
пролетной секции 3 за счет механизма двухпотоковой неустойчивости. В 
результате экспоненциального нарастания волны ВПЗ вдоль оси системы в 
выходной спирали 4 возбуждается сигнал с намного большей амплитудой, 
чем на входе лампы.  
 
 
Рис. 1.1. Схема электронно-волновой лампы (лампы Гаева) [109, 110] 
 
Сначала электронно-волновая лампа казалась достаточно 
перспективной, особенно в диапазоне миллиметровых длин волн, поскольку 
объединила в себе длительное взаимодействие с отсутствием замедляющих 
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систем. Хотя при этом нужно отметить, что входная и выходная спирали в 
этом диапазоне волн оставались мелкоструктурными. Как показали 
исследования, переход к высоким частотам требует уменьшения разности 
скоростей потоков 21 u-u=uD  и увеличения плотности тока в них (или же 
увеличения плазменной частоты парциальных пучков pw ). Это связано с тем, 
что рабочая частота, на которой работает электронно-волновая лампа, равна 
оптимальной частоте optw , которая соответствует максимальному 
инкременту нарастания двухпотоковой неустойчивости и определяется 
соотношением [13, 15]  
 
 0
3
u
uD
w
@w=w popt , (1.6) 
 
где ( ) 2210 u+u=u .  
При характерных для микроволновых приборов значениях 
198 c)1010(~ --wp , полагая, например, 
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0 1010~/
-- -uuD , получаем, 
казалось бы, возможность работы в миллиметровом и более 
высокочастотном диапазонах длин волн. В эксперименте же исследователям 
не удалось выйти за пределы сантиметрового диапазона. Главная сложность 
заключалась в том, что пучки, которые использовались в то время, не имели 
достаточно малых значений раздвижек скоростей uD  парциальных пучков. 
Дело в том, что раздвижка скоростей пучков uD  не может быть меньшей, 
чем тепловой разброс электронов по скоростям TuD , иначе пучок становится 
односкоростным. Это требование приводит к ограничению частоты 
электронно-волновой лампы (1.6).  
Кроме того, даже в случае устранения этих трудностей (например, 
используя специальные катоды), перспективы создания электронно-
волновых устройств этого типа в миллиметровом и инфракрасном диапазоне 
были бы сомнительными по технологическим причинам. Так как входными и 
23 
выходными элементами являются фрагменты замедляющих систем или 
клистронные резонаторы, то электронно-волновые устройства автоматически 
унаследовали все главные недостатки конкурирующих устройств (ламп 
бегущей волны, клистронов и т.п.). К этим недостаткам относят ограничения 
на частотный диапазон, которые связаны с миниатюризацией 
конструкционных элементов. Таким образом, электронно-волновые 
устройства оказались неконкурентоспособными и сегодня в СВЧ 
электронике не используются. 
В последние годы интерес к электронно-волновым приборам 
восстановился. Это связано с переосмыслением новых возможностей в свете 
последних достижений релятивистской электроники. Во-первых, стало 
очевидным, что проблема трансформации продольных субмиллиметровых-
инфракрасных волн в поперечные может быть эффективно решена с 
помощью механизма параметрического взаимодействия волн, на котором 
основана работа параметрических лазеров на свободных электронах [7–
16, 111–115]. Во-вторых, в связи с успехами техники формирования мощных 
релятивистских электронных пучков [88, 101, 116–120] появилась 
возможность для реального повышения рабочей частоты двухпотокового 
механизма усиления. Это связано с повышением как силы тока (а значит и 
pw , см. (1.6)), так и качества таких пучков. В-третьих, релятивизм пучков 
приводит к уменьшению относительного разброса электронов по скоростям. 
А это, в свою очередь, приводит к смещению вверх верхней границы рабочей 
частоты (1.6). В результате возникает возможность использования 
вышеописанных систем в миллиметровом-инфракрасном диапазоне длин 
волн. Таким образом, развитие сильноточной релятивистской электроники 
привело к созданию нового класса мощных устройств – супергетеродинных 
лазеров на свободных электронах. 
Впервые идея супергетеродинного усиления электромагнитных волн 
была изложена В.В. Кулишом в работе [17], а первый СЛСЭ, использующий 
в качестве дополнительного механизма усиления плазменно-пучковую 
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неустойчивость, был описан в [18] (плазменно-пучковый СЛСЭ). Несмотря 
на то, что первым был предложен именно плазменно-пучковый СЛСЭ [18], 
наиболее исследован на сегодняшний день двухпотоковый СЛСЭ, в котором 
в качестве дополнительного механизма усиления используется 
двухпотоковая неустойчивость. 
Двухпотоковый супергетеродинный ЛСЭ впервые был предложен в 
работе [20]. Хотя следует отметить, что идея использования двухпотоковой 
неустойчивости в лазере на свободных электронах с целью увеличения 
коэффициента усиления была использована G. Bekefi и К.D. Jacobs в более 
ранней работе [19]. Однако, в таком устройстве двухпотоковая 
неустойчивость использовалась только для предварительной группировки 
пучка перед его входом в секцию обычного параметрического ЛСЭ. Иначе 
говоря, усиление электромагнитного сигнала в предложенном ЛСЭ 
осуществлялось в первую очередь за счет традиционной параметрической 
неустойчивости, которая преобладала над двухпотоковой. В двухпотоковом 
же СЛСЭ реализуется полностью противоположная ситуация: 
двухпотоковый механизм усиления должен преобладать над 
параметрическим. Следовательно, работу [19] нельзя рассматривать как 
первую работу по супергетеродинным ЛСЭ, так как в ней внимание 
концентрировалось на существенно другой (несупергетеродинной) 
физической идее. 
Далее двухпотоковые СЛСЭ исследовались во многих работах [21–
29, 121–138 и др.], первые конструкции двухпотоковых СЛСЭ были описаны 
в патенте [121]. Впервые предложены и описаны двухпотоковые СЛСЭ 
клистронного типа в работах [23, 121, 124], первая нелинейная теория 
ДСЛСЭ была построена в [28, 29]. На сегодня двухпотоковые СЛСЭ 
характеризуются довольно большим разнообразием конструкционных 
решений. Рассмотрим основные из них. 
Все варианты конструкционных схем двухпотоковых ЛСЭ можно 
разделить на генераторные и усилительные, односекционные и 
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многосекционные, на монохроматические и мультигармонические. 
Монохроматические двухпотоковые ЛСЭ предназначаются для усиления 
(или генерации) максимально мощного монохроматического сигнала. Для 
этого параметры системы подбираются таким образом, чтобы волна 
пространственного заряда, которая связана с основной гармоникой 
электромагнитного сигнала параметрически-резонансным образом, 
максимально усиливалась за счет двухпотоковой неустойчивости. Во всех 
работах до работ автора исследовались именно такие монохроматические 
ДСЛСЭ. Назначение мультигармонических ДСЛСЭ иное – сформировать 
мощный электромагнитный сигнал с максимально широким спектром. Такие 
ДСЛСЭ будут рассмотрены в последующих главах диссертационной работы. 
В этой же главе рассмотрим основные конструкционные схемы 
монохроматических ДСЛСЭ, которые предшествовали 
мультигармоническим схемам. Также следует сказать, что 
супергетеродинные ЛСЭ характеризуются исключительно высокими 
коэффициентами усиления и могут работать в режиме усиления сигнала за 
один проход. Поэтому свойства СЛСЭ-усилителей изучаются в 
подавляющем большинстве публикаций. 
 
 
Рис. 1.2. Схема ДСЛСЭ-генератора [15] 
 
Схема простейшего ДСЛСЭ-генератора представлена на рис. 1.2 [15]. 
Здесь релятивистские электронные пучки 1 и 4, имеющие различные 
скорости, формируются с помощью ускорителей 2, 3. Далее два парциальных 
пучка объединяются в один двухскоростной электронный пучок 5. Пучок 5, в 
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свою очередь, направляется в рабочую область системы накачки 6, а потом 
осаждается на коллекторе 7. Оптический резонатор 8 размещен так, чтобы 
двухскоростной электронный пучок 5 в области поля накачки 6 двигался 
вдоль ее оптической оси. Источником для генерирования волны сигнала с 
частотой 1w  и волновым числом 1k  является случайное начальное колебание. 
Затем волна сигнала { 11 , kw } вследствие супергетеродинного механизма 
многократно усиливается в рабочем объеме резонатора 8. Сгенерированный 
сигнал 9 выходит из одного из зеркал резонатора 8. 
 
 
Рис. 1.3. Схема односекционного ДСЛСЭ-усилителя [15] 
 
Конструкционная схема односекционного ДСЛСЭ-усилителя показана 
на рис. 1.3 [15]. Ее главное отличие от системы, показанной в рис. 1.2, 
состоит в том, что усиливаемый сигнал 1 не генерируется внутри ДСЛСЭ, а 
поступает на его вход 2. Соответственно, волна сигнала { 11 , kw } усиливается 
только в результате одного прохода рабочей области. Нелинейное 
взаимодействие волны сигнала { 11 , kw } с полем накачки 4 в плазме 
электронного пучка 3 приводит к возбуждению продольной волны 
пространственного заряда с частотой 3w . Усиление электромагнитной волны 
сигнала за счет эффекта супергетеродинного усиления будет максимальным, 
когда частота волны ВПЗ 3w  совпадает с оптимальной частотой 
двухпотоковой неустойчивости optw , которая соответствует максимальному 
инкременту нарастания. Нелинейная суперпозиция параметрической и 
двухпотоковой неустойчивостей, как было сказано выше, рассматривается 
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как эффект супергетеродинного усиления. Усиленный сигнал 6 выводится 
через выходную систему 5. 
На рис. 1.4 показан еще один тип ДСЛСЭ-усилителя – ДСЛСЭ-
усилитель клистронного типа [15]. В его основе лежит та же идея, что и в 
лампе Гаева (рис. 1.1). Однако имеется два главных различия. Прежде всего, 
вместо двух замедляющих систем (позиции 2 и 4 на рис. 1.1) используются 
две короткие системы накачки (позиции 3 и 5 на рис. 1.4). Второе различие – 
использование в ДСЛСЭ релятивистских электронных пучков. 
ДСЛСЭ-усилители клистронного типа занимают особое место среди 
устройств обсуждаемого класса из-за наличия в нем ряда уникальных 
особенностей. Так как в диссертационной работе будут исследованы 
физические процессы в системах такого типа, то рассмотрим принцип их 
работы более детально.  
 
 
Рис. 1.4. Схема ДСЛСЭ-усилителя клистронного типа [15] 
 
Наличие транзитной секции 4 (рис. 1.4) является наиболее характерной 
особенностью ДСЛСЭ-усилителя клистронного типа по сравнению с 
односекционными ДСЛСЭ. Взаимодействие двухскоростного электронного 
пучка 2 с полем первой накачки 3 происходит аналогично, как и в 
односекционном ДСЛСЭ. Различие состоит только в том, что первая система 
накачки 3 имеет меньшую длину по сравнению с односекционной моделью. 
В результате входной сигнал 1 в первой части системы накачки 3 
усиливается слабо. Главный же результат этого взаимодействия – 
происходит модуляция двухскоростного электронного пучка 2 по плотности. 
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Иными словами, в первой части системы накачки 3 и в электронном пучке 2 
происходит возбуждение волн ВПЗ с частотой 3w . 
Далее электронный пучок 2 входит в пролетную секцию 4, в которой 
он усиливается из-за двухпотоковой неустойчивости. Отработанная же волна 
сигнала { 11 , kw } на входе в пролетную секцию поглощается.  
Потом уже сильно модулированный электронный пучок 2 поступает на 
вход второй системы накачки 5. Здесь происходит генерация 
(восстановление) входного сигнала 7 и его дальнейшее усиление. Это 
происходит благодаря нелинейному взаимодействию сильно 
промодулированного электронного пучка 2 с ондуляторным полем второй 
системы накачки 5. По сути можно сказать, что здесь происходит обратное 
преобразование волны пространственного заряда в электромагнитный 
сигнал. Далее усиленный электромагнитный сигнал 7 выходит через 
выходную систему 6. Главное преимущество ДСЛСЭ клистронного типа 
состоит в разъединении входа с выходом и возможностью работать в 
режимах преобразования сигнала вверх по частоте. 
Выше мы рассмотрели конструкционные схемы ДСЛСЭ, в которых мы 
не конкретизировали используемые в них типы систем накачек. Это значит, 
что схемы, приведенные, например, на рис. 1.3–1.4, могут иметь различные 
модификации, отличающиеся тем или иным набором секций накачек. Для 
анализа особенностей таких конструкционных схем ДСЛСЭ ограничимся 
рассмотрением наиболее распространенных систем накачек, а именно, 
Н-убитронного и доплертронного типа. При этом будем иметь в виду, что в 
системах доплертронного типа возможна реализация взрывной 
неустойчивости [13–16, 88, 95, 195]. Проанализируем модели, 
представленные на рис. 1.5–1.10. 
Следует обратить внимание на тот факт, что доплертронные системы 
для супергетеродинных ЛСЭ играют гораздо большую роль, чем в обычных 
параметрических ЛСЭ. Исторически в первых экспериментах с лазерами на 
свободных электронах использовались модели как с Н-убитронной [3, 4], так 
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доплертронной накачкой [5, 6]. Однако, в последующих экспериментах 
наиболее популярными стали Н-убитронные системы. Главная причина этого 
– трудности в создании волны накачки доплертронного типа с 
соответствующей амплитудой. Необходимо напомнить, что приемлемые 
технологические решения для Н-убитронных систем (амплитуда 
ондуляторного магнитного поля – сотни – тысячи гаусс) были найдены 
довольно быстро. Ситуация с доплертронной накачкой (мощность 
электромагнитной волны должна быть сотни – десятки мегаватт в СВЧ 
диапазоне) оказалась значительно хуже. Приемлемые конкурентоспособные 
технологические решения не были найдены. 
Тем не менее, общая ситуация начала изменяться с появлением первых 
проектов СЛСЭ. Как оказалось, такие же уровни усиления (по сравнению с 
параметрическим ЛСЭ) могут быть достигнуты в СЛСЭ, использующие 
существенно меньшие мощности доплертронной накачки. Это намного 
смягчило технологические требования для СЛСЭ-доплертронного типа. 
Действительно, создание импульсной системы, формирующей 
электромагнитные волны СВЧ диапазона на уровне сотни киловатт – 
единицы мегаватт не является слишком сложной проблемой для современной 
микроволновой технологии. Ситуация может быть к тому же дополнительно 
упрощена в случае использования специальных резонаторных решений для 
систем накачки. С другой стороны, у доплертронной накачки имеется много 
дополнительных технологических преимуществ по сравнению с 
Н-убитронными. Основное преимущество – возможность создавать системы 
с преобразованием частоты сигнала [46]. Во многих случаях это делает 
сегодня доплертронные системы более конкурентоспособными по сравнению 
с СЛСЭ с Н-убитронной накачкой. 
Модель односекционного СЛСЭ-усилителя с Н-убитронной накачкой 
представлена на рис. 1.5. Здесь двухскоростной релятивистский электронный 
пучок 5, состоящий из двух парциальных односкоростных электронных 
пучков 2 и 3, движется в поле Н-убитронной накачки 4. Усиливаемый 
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электромагнитный сигнала 1 поступает на вход системы, а затем 
распространяется вдоль двухскоростного пучка 5. Частота сигнала 1w  
выбирается равной оптимальной частоте двухпотоковой неустойчивости 
optw . Поэтому в системе имеет место усиление волны пространственного 
заряда с частотой 13 w=w , которая возбуждается в электронном пучке 5, и 
волны сигнала такой же частоты 1w  вследствие эффекта супергетеродинного 
усиления. В результате на выходе системы получаем усиленную волну 
сигнала 6. 
 
 
Рис. 1.5. Схема односекционного ДСЛСЭ-усилителя Н-убитронного типа [15] 
 
Другой вариант односекционной модели ДСЛСЭ-усилителя (рис. 1.3) с 
накачкой замедленной электромагнитной волной [197–200] представлен на 
рис. 1.6. Как и в предыдущем случае, релятивистский двухскоростной 
электронный пучок 5, который сформирован объединением двух 
односкоростных пучков 2 и 3, введен в рабочую область системы замедления 
6 электромагнитной волны. Усиливаемый электромагнитный сигнал 1 с 
частотой 1w  и замедленная электромагнитная волна накачки 4 с частотой 2w  
распространяются в одном и том же продольном направлении в рабочей 
области системы. Вследствие реализации параметрического механизма 
взаимодействия электромагнитных полей сигнала 1 и накачки 4 в плазме 
пучка 5 возбуждается волна ВПЗ с комбинационной частотой 213 w+w=w . 
Так же как и в вышеизложенном случае, частота 3w  подбирается равной 
оптимальной частоте optw  двухпотоковой неустойчивости. В результате 
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суперпозиции взрывной и двухпотоковой неустойчивостей происходит 
усиление всех трех волн.  
 
 
Рис. 1.6. Схема односекционного ДСЛСЭ-усилителя доплертронного типа с 
замедленной волной накачки [13] 
 
Устройства, схемы которых показаны на рис. 1.7–1.10, представляют 
различные типы ДСЛСЭ-клистронов [23, 26, 29, 121 и др.]. 
Конструкционная схема ДСЛСЭ-усилителя клистронного типа c 
доплертронной накачкой представлена на рис. 1.7. В этом варианте СЛСЭ 
используются две системы накачки доплертронного типа (позиции 2 и 6, 
рис. 1.7). Характерная особенность этой схемы состоит в том, что частоты 
обеих систем накачки в принципе могут быть различными ( 22 'w¹w ). 
Частоты сигнала на входе 1w  и на выходе 1'w  также могут не совпадать. Это 
позволяет дополнительно увеличивать уровень электромагнитной развязки 
вход-выход. Принципы работы этого устройства подобны тем, которые 
обсуждались выше и представлены на рис. 1.4 и 1.6.  
Сравнивая односекционные ДСЛСЭ и традиционные параметрические 
ЛСЭ, следует отметить, что главное преимущество первых из них – 
чрезвычайно высокие уровни усиления сигнала. Однако это преимущество и 
приводит к главному недостатку односекционных ДСЛСЭ. Имеется в виду 
их склонность к самовозбуждению, так как вход системы в действительности 
всегда слабо связан с выходом системы. Как показывает анализ, ДСЛСЭ 
клистронного типа кардинально решает эту проблему. Из-за наличия 
пролетной секции (рис. 1.4, 1.7–1.10) ДСЛСЭ клистронного типа 
характеризуются весьма надежной развязкой вход-выход. Это позволяет 
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Рис. 1.7. Конструкционная схема ДСЛСЭ-усилителя клистронного типа c 
доплертронной накачкой [13] 
 
 
Рис. 1.8. Конструкционная схема ДСЛСЭ-усилителя клистронного типа c 
Н-убитронной накачкой [13] 
 
 
Рис. 1.9. Конструкционная схема ДСЛСЭ-усилителя клистрона смешанного 
типа с Н-убитронной и доплертронной накачками [13] 
 
 
Рис. 1.10. Конструкционная схема ДСЛСЭ-усилителя клистрона смешанного 
типа с доплертронной и Н-убитронной накачками [13] 
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подавить в таких устройствах эффекты самовозбуждения. Развязка вход-
вывод может быть еще более сильной из-за изменения частоты сигнала на 
входе 1w  и частоты сигнала на выходе 1'w . При этом, комбинационная 
частота продольной волны ВПЗ 3w  остается одной и той же для входной и 
выходной секций. Технологически это возможно осуществить во всех 
клистронных схемах, где имеются доплертронные системы накачки 
(рис. 1.7, 1.9, 1.10). 
Также у каждого типа ДСЛСЭ клистронного типа имеются и другие 
преимущества. Например, системы, подобные представленным на 
рис. 1.8, 1.10 (имеют оконечную секцию Н-убитронного типа), 
характеризуются более высокими коэффициентами усиления, по сравнению с 
системами, представленными на рис. 1.7, 1.9. В то же время, система, 
содержащая доплертронную систему накачки на входе, может работать в 
специфическом супергетеродинном режиме. В этом режиме можно менять 
входную частоту 1w  без изменения выходной частоты 1'w . При этом, частота 
сигнала 1w  и частота накачки 2w  меняются синхронно, а комбинационная 
частота 213 w+w=w  остается постоянной. 
Во многих работах исследуются ДСЛСЭ, в которых эффект 
двухпотоковой неустойчивости используется в комбинации с 
традиционными элементами ЛСЭ, мазеров на циклотронном резонансе, 
устройств СВЧ электроники. При этом анализируются усилительные 
свойства ДСЛСЭ в зависимости от конструкций ондуляторов, 
фокусирующего магнитного поля, собственных полей пучков и т.д.  
Так в работах [125–128 и др.] изучается влияние фокусирующего 
магнитного поля на работу ДСЛСЭ. Показано, что благодаря использованию 
продольного магнитного поля увеличиваются инкременты нарастания 
электромагнитных волн, появляется дополнительная возможность регули-
ровать частоту. Анализируется влияние разного типа накачек, собственных 
полей на эффективность работы ДСЛСЭ с продольным магнитным полем. 
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Авторы [129, 130 и др.] предложили модель двухпотокового мазера на 
циклотронном резонансе, в котором взаимодействие циклотронных волн в 
двухскоростном электронном пучке, помещенном в продольное магнитное 
поле, приводит к высокочастотной группировке. Частота, соответствующая 
максимальному инкременту нарастания прямо пропорциональна 
циклотронной частоте и обратно пропорциональна раздвижке парциальных 
скоростей двухскоростного электронного пучка. Предложенное устройство 
работает в мм-субмм диапазоне длин волн. 
В статьях [131 и др.] исследуется двухпотоковые ЛСЭ, использующие 
эффект Парселла-Смита. Показано, что благодаря использованию 
двухпотоковой неустойчивости в таких ЛСЭ существенно повышаются 
инкременты нарастания волн.  
В работах [132–137] исследуются ДСЛСЭ, в котором двухскоростной 
пучок движется в ионном канале. Показано, что использование ионного 
канала позволяет существенно повысить токи двухскоростного электронного 
пучка, а значит и выходную мощность ДСЛСЭ. Проводится анализ работы 
устройств с различными типами накачки, с учетом собственных полей 
двухскоростного электронного пучка, при наличии фокусирующего 
магнитного поля.  
В работе [138] проведен учет влияния теплового разброса и 
неоднородности пучка на коэффициент нарастания электромагнитной волны 
в двухпотоковом СЛСЭ. Показано, что учет теплового разброса приводит к 
уменьшению максимального значения инкремента нарастания 
электромагнитных волн, но при этом увеличивается ширина полосы 
усиления.  
Следует заметить, что в работах [125–138] авторы ограничиваются 
анализом дисперсионных свойств волн в исследуемых ДСЛСЭ, 
слабосигнальным анализом.  
Таким образом, как следует из анализа литературных источников, 
двухпотоковые СЛСЭ характеризуются высокими инкрементами нарастания, 
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которые превышают на порядок инкременты нарастания эквивалентных 
параметрических ЛСЭ. Благодаря этому в таких устройствах можно 
использовать системы накачки с существенно меньшими амплитудами. В 
итоге ДСЛСЭ имеют гораздо меньшие по сравнению с эквивалентными 
параметрическими ЛСЭ габариты, позволяют генерировать мощные 
электромагнитные волны в миллиметровом – инфракрасном диапазоне длин 
волн. Нужно отметить, что во всех публикациях до работ автора 
исследовались ДСЛСЭ, работающие в режиме максимального усиления 
электромагнитной волны. При теоретическом анализе учитывались не более 
трех гармоник взаимодействующих волн.  
Также следует отметить, что в настоящее время достаточно интенсивно 
проводятся изучение двухпотоковой неустойчивости в системах, не 
связанных с ЛСЭ [139–148]. Одним из результатов таких исследований 
является вывод, что в таких системах имеет место возбуждение высших 
гармоник. Это значит, что и в двухпотоковых СЛСЭ возможна интенсивная 
генерация высших гармоник, которая может оказать существенное влияние 
на усилительные характеристики ДСЛСЭ. С другой стороны, использование 
мультигармонических особенностей двухпотоковой неустойчивости 
открывает возможность создания мощных мультигармонических источников 
электромагнитных волн, которые позволяют формировать, например, 
ультракороткие кластеры электромагнитного поля. Таким образом, возникает 
необходимость провести исследование мультигармонических процессов в 
двухпотоковых СЛСЭ, которые, с одной стороны, позволили бы уточнить 
свойства традиционных ДСЛСЭ, а с другой – обосновали бы возможность 
работы таких устройств в совершенно новых мультигармонических режимах.  
 
1.3. Плазменно-пучковые СЛСЭ 
 
Впервые идея плазменно-пучкового супергетеродинного ЛСЭ была 
сформулирована в [18, 149]. В этих работах было предложено для усиления 
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электромагнитных волны в качестве дополнительного механизма усиления 
использовать плазменно-пучковую неустойчивость [85–101]. 
Рассматривалась плазменно-пучковая система, находящаяся в продольном 
магнитном поле. Накачка выбиралась в виде необыкновенной 
электромагнитной волны [150]. Была проведена оценка для инкремента 
нарастания электромагнитного сигнала и получено, что такие системы 
характеризуются исключительно высокими инкрементами нарастания, 
определяемыми плазменно-пучковой неустойчивостью. Был сделан вывод, 
что на базе таких систем можно создать новый тип супергетеродинных 
параметрических плазменно-пучковых устройств.  
Плазменно-пучковые СЛСЭ имеют основные преимущества 
традиционных плазменно-пучковых генераторов и усилителей, а также 
лишены некоторых их недостатков. Так, эти системы, как и традиционные 
плазменно-пучковые [88, 96], имеют большие коэффициенты усиления, 
характеризуются объемным характером взаимодействия, которое открывает 
возможности для генерации электромагнитных сигналов большой мощности. 
С другой стороны, в таких устройствах отсутствует проблема трансформации 
волн пространственного заряда в электромагнитные волны, которая имеется 
в традиционных плазменно-пучковых приборах, благодаря использованию 
параметрически-резонансных взаимодействий.  
Следует сказать, что поля в системе плазма-пучок незначительно 
изменяются вдоль поперечного сечения, благодаря чему оказывается 
возможным использовать более широкие пучки, чем в вакуумных приборах. 
Поэтому плазменно-пучковые супергетеродинные ЛСЭ должны иметь более 
высокие коэффициенты полезного действия, более высокие мощности 
усиления электромагнитного излучения. Также в таких приборах можно 
использовать электронные пучки с большими токами, чем в приборах 
вакуумной электроники. Напомним, что в вакуумной электронике 
существует предельный электрический ток пучка, который ограничен 
пространственным зарядом электронов, выше которого транспортировка 
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электронного пучка является невозможной [85–101]. Пучки с током 
превышающий предельный могут распространяться только при наличии 
нейтрализации пространственного заряда электронов, что легко осуществить 
в плазменно-пучковой системе заполнением относительно плотной (по 
сравнению с плотностью пучка) плазмой. 
Исследования, подобные выполненным в [18, 149], проводились в 
работах [151, 152 и др.]. В них было подтверждено, что лазеры на свободных 
электронах, которые используют в качестве дополнительного механизма 
усиления плазменно-пучковые неустойчивости, имеют существенно большие 
инкременты нарастания по сравнению с эквивалентными ЛСЭ.  
В работах [153–156 и др.] предложены схемы лазеров на свободных 
электронах, в которых возбуждаемые в плазме волны пространственного 
заряда используются в качестве ондулятора с малым периодом ондуляции. 
Благодаря уменьшению периода ондуляции существенно снижаются 
требования энергии электронных пучков, появляется возможность усиления 
более высокочастотных сигналов. Показано, что плазменные ондуляторы 
могут иметь периоды ондуляции вплоть до 100 мкм и при этом создавать 
достаточно сильные электрические поля. Обсуждаются различные методы 
создания плазменных ондуляторов, свойства таких систем.  
Таким образом, из анализа литературных источников следует, что 
плазменно-пучковые СЛСЭ имеют исключительно высокие инкременты 
нарастания. Благодаря возможности использования электронных пучков с 
большими токами следует ожидать и большие мощности таких устройств. 
Однако по сравнению с ДСЛСЭ плазменно-пучковые СЛСЭ характеризуются 
меньшими рабочими частотами, длины волн которых находятся в мм-субмм 
диапазоне.  
Также нужно отметить, что систематических исследований плазменно-
пучковых СЛСЭ типа [18, 149] до работ диссертанта проведено не было. 
Была лишь сформулированная общая идея таких устройств, предполагалась, 
что такие СЛСЭ будут реализованы как сверхмощные усилители 
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электромагнитного сигнала в мм-субмм диапазоне волн. Поэтому кубически-
нелинейный анализ физических процессов в таких устройствах, который 
позволил бы убедиться в выше изложенных свойствах плазменно-пучковых 
супергетеродинных ЛСЭ, выяснить их новые особенности, является задачей 
важной и актуальной.  
Отметим, плазменно-пучковая, как и двухпотоковая неустойчивости 
характеризуются линейными дисперсионными зависимостями. Поэтому 
между гармониками таких волн происходят интенсивные параметрические 
взаимодействия, которые приводят к их возбуждению [157]. Следует 
отметить, что сейчас активно развивается такое направление как 
релятивистская плазменная электроника, которое основывается на 
нелинейных взаимодействиях релятивистских электронных пучков с плазмой 
[87–96, 158–183]. Одним из результатов этих исследований является вывод, 
что в таких системах происходит возбуждение высших гармоник. Отсюда 
следует, что в плазменно-пучковых СЛСЭ также должны возбуждаться 
высшие гармоники пространственного заряда. Таким образом, возникает 
необходимость в проведении исследований мультигармонических 
взаимодействий в плазменно-пучковых СЛСЭ.  
 
1.4. Параметрические электронно-волновые СЛСЭ 
 
Прообразом параметрических электронно-волновых СЛСЭ являются 
нерелятивистские параметрические электронно-волновые усилители, 
которые известны в традиционной электронике СВЧ с конца 50-х годов 
прошлого века [184–192]. Параметрические электронно-волновые усилители, 
в первую очередь, интересны тем, что на их основе возможно создание 
устройств с низким уровнем шума [184–192]. В качестве рабочего 
физического механизма здесь использован принцип параметрического 
усиления за счет энергии внешнего источника. В этих приборах усиление 
происходит, как правило, с использованием быстрых электронных волн, что 
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выгодно с точки зрения получения низкого уровня шума. Реализован 
многочисленный класс таких устройств, которые различаются схемами 
взаимодействия [184–186].  
Такие приборы работают в дециметровом-сантиметровом диапазоне 
длин волн. Переход к более высоким рабочим частотам сталкивался с 
проблемами технологического характера: в электронно-волновых усилителях 
используются замедляющие системы или резонаторы, характерный размер 
которых определяется длиной рабочей волны. При переходе к волнам 
субмиллиметрового-инфракрасного диапазона их изготовление становилось 
проблемным, на геометрические размеры электронного пучка накладывались 
жесткие условия. Нужны были новые идеи физические механизмы. 
Новые идеи и физические механизмы появились благодаря развитию 
релятивистской электроники. Во-первых, передача энергии от поперечных 
электромагнитных волн к продольным волнам пространственного заряда (и в 
обратном направлении) эффективно могла быть решена через механизм 
параметрического взаимодействия волн, который используется в 
параметрических лазерах на свободных электронах [7–16, 111–115]. Во-
вторых, благодаря эффекту Доплера получена возможность сместить 
верхнюю границу частоты излучения релятивистских электронов, на которой 
работают эти приборы.  
Именно благодаря развитию вышеописанных идей и появились 
параметрические электронно-волновые СЛСЭ. Впервые теоретическую 
модель таких устройств было предложено в работе [24]. Как и 
двухпотоковые, параметрические электронно-волновые СЛСЭ используют 
двухскоростные электронные пучки. Как известно, двухпотоковые СЛСЭ в 
качестве дополнительного механизма усиления используют двухпотоковую 
неустойчивость, которая реализуется, если частота продольной волны не 
превышает критической частоты [13–16, 86, 96, 97]. Поэтому в ДСЛСЭ 
критическая частота определяет верхний уровень частот, на которых 
работают эти приборы. Чтобы перейти к более высоким рабочим частотам, 
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нужны иные механизмы дополнительного усиления. В работе [24] и 
предложено использовать в параметрических электронно-волновых СЛСЭ 
трехволновой параметрический резонанс продольных волн, частоты которых 
превышают критическую частоту, в качестве дополнительного механизма 
усиления. При этом одна из волн ВПЗ, которая участвует таком резонансе, 
должна быть предварительно промодулирована внешним устройством. В 
отличие от односкоростных, в двухскоростных электронных пучках 
трехволновой параметрический резонанс продольных волн возможен. Это 
связано с тем, что в таких пучках при частотах превышающих критическую 
могут распространяться продольные волны четырех типов [13–16, 86, 96, 97]. 
В параметрических электронно-волновых СЛСЭ для преобразования энергии 
продольных волн в энергию электромагнитного сигнала используется еще 
один традиционный для ЛСЭ трехволновой параметрический резонанс: 
между одной из продольных волн, которые участвуют в параметрическом 
резонансе трех ВПЗ, поперечным полем накачки и поперечной 
электромагнитной волной. Таким образом, в предложенном СЛСЭ 
реализуется два параметрических резонанса, которые связаны между собой 
общей волной ВПЗ. Благодаря параметрическому резонансу продольных 
волн обеспечивается дополнительное усиление. Такой тип дополнительного 
усиления существенно отличается от линейных механизмов дополнительного 
усиления, которые реализуются, например, за счет двухпотоковой и 
плазменно-пучковой неустойчивостей. В его основе лежит параметрический 
резонанс, проявляется он во втором порядке соответствующей теории СЛСЭ, 
и поэтому его относят к квадратичным механизмам дополнительного 
усиления. 
Кроме работы [24] свойства параметрических электронно-волновых 
СЛСЭ исследовались в [27, 193]. Здесь была описана общая идея таких 
приборов, проведен слабосигнальный анализ процессов. Были выполнены 
оценки, из которых следовало, что на базе таких приборов можно создать 
мощные усилители субмиллиметрового-инфракрасного диапазонов с малым 
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уровнем шума, эти устройства могут обеспечивать усиление на более 
высоких частотах, чем эквивалентные плазменно-пучковые и двухпотоковые 
СЛСЭ.  
Следует также отметить, что связанные трехволновые параметрические 
взаимодействия двух поперечных и трех продольных волн исследовались в 
ряде работ [194, 195 и др.]. Основываясь на результатах анализа 
слабосигнального приближения, показано, что в таких системах возможна 
реализация взрывной неустойчивости, благодаря которым темп усиления 
волн существенно увеличивается. 
Таким образом, из литературных источников следует, что, несмотря на 
то, что параметрические электронно-волновые ЛСЭ, являются достаточно 
интересными для практических применений, нелинейный анализ физических 
процессов в этих устройствах проведен не был. Не изучены режимы работы 
таких приборов, которые связаны с различными типами параметрических 
резонансных взаимодействий волн ВПЗ. Не выяснены уровни насыщения, не 
проанализированы амплитуды высших гармоник, которые бы 
свидетельствовали о высоком уровне монохроматичности выходного 
электромагнитного сигнала. Выше сказанное обуславливает необходимость в 
проведении исследований нелинейных параметрических взаимодействий 
волн в параметрических электронно-волновых СЛСЭ. 
 
1.5. Особенности мультигармонических процессов в СЛСЭ 
 
В теории лазеров на свободных электронах поле накачки часто считают 
гармоническим [7–16, 27–29, 202–205]. В таких моделях заметная 
мультигармоничность волновых полей, характерная для нелинейной стадии 
взаимодействия, проявляется только по отношению к электронным волнам 
пучка [12–15, 29]. Высшими гармониками волн сигнала и накачки, как 
правило, пренебрегают. Прежде всего, потому, что их появление в спектре 
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волны сигнала в такой ситуации обусловлено, чаще всего, лишь слабым 
влиянием нерезонансных нелинейных эффектов [12–15, 29]. 
В эксперименте, однако, магнитные ондуляторы (вигглеры) всегда 
характеризуются неидеально-синусоидальным магнитным или 
электромагнитным полем и, как следствие, хоть и слабо выраженной, но, все 
же, заметной мультигармоничностью. Это означает, что для некоторых 
высших гармоник ВПЗ и гармоник поля накачки, могут выполняться 
дополнительные условия параметрической связи. В этом случае процесс 
генерации гармоник волны сигнала оказывается резонансным, и, 
соответственно, становится гораздо более интенсивным. А это, в свою 
очередь, может ощутимо сказаться на форме усиливаемого (генерируемого) 
электромагнитного сигнала. 
Далее следует отметить, что, несмотря на очевидность описанного 
выше резонансного механизма генерации высших гармоник, в теории ЛСЭ 
он практически не изучался. Прежде всего, потому, что в традиционной 
постановке вопроса, когда главной целью является достижение высоких 
уровней усиления и КПД при гармоническом выходном сигнале [7–
16, 29, 202, 203], такие мультигармонические взаимодействия представляют 
слабый интерес для практики. В тех же отдельных случаях, когда явлениям 
данного класса все же уделяют какое-то внимание, их рассматривают как 
паразитные эффекты, реализация которых для практики является 
нежелательной.  
Ситуация, однако, существенно изменилась с появлением 
супергетеродинных ЛСЭ [13–29, 121, 193, 206]. Последние, как известно, 
построены на основе пространственного совмещения одной из продольных 
пучковых неустойчивостей (например, двухпотоковой [20] или плазменно-
пучковой [18]) с традиционной для ЛСЭ параметрической неустойчивостью 
[7–16, 29, 202–205]. В отличие от параметрических ЛСЭ [7–16, 29, 202–205], 
здесь мультигармоничность ВПЗ оказывается достаточно сильно 
выраженной изначально. Это связано с тем, что линейные механизмы 
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дополнительного усиления, например, на основе двухпотоковой или 
плазменно-пучковой неустойчивости, характеризуются линейной 
дисперсионной зависимостью [85–101]. Благодаря этому в таких системах 
возможно интенсивное возбуждение высших гармоник [157]. То, что и 
двухпотоковая, и плазменно-пучковая неустойчивости сопровождаются 
возбуждением высших гармоник, свидетельствуют исследования [139–
148, 158–183]. В такой ситуации даже наличие слабо выраженной 
мультигармоничности поля накачки способно привести к генерации 
достаточно интенсивного спектра высших гармоник электромагнитного 
сигнала. Форма выходного сигнала в таком случае может радикально 
измениться. Появляется возможность формировать с помощью СЛСЭ 
мощные мультигармонические электромагнитные поля, в том числе и 
ультракороткие кластеры. Еще одной особенностью СЛСЭ, которая 
способствует формированию мощных электромагнитных волн с широким 
спектром, является то обстоятельство, что супергетеродинные ЛСЭ 
характеризуются исключительно высокими инкрементами нарастания волн. 
Благодаря этому формирование мощных мультигармонических 
электромагнитных волн в СЛСЭ можно осуществить в однопроходном 
режиме. То есть СЛСЭ должен работать как усилитель. Резонатор, одно из 
назначений которого формирование монохроматического выходного сигнала, 
в СЛСЭ-формирователе мультигармонических волн отсутствует. 
Интерес к устройствам, которые способны формировать мощные 
ультракороткие электромагнитные импульсы, связан тем, что такие 
импульсы могут обладать рядом уникальных физических свойств, например, 
способностью проникать на заданную глубину в различные плотные 
материальные среды (газообразные, твердые, жидкие) без затухания [30–
32, 207–212]. А это, в свою очередь, открывает возможность для 
практической реализации ряда абсолютно новых технологий как 
коммерческого, так и специального назначений. Такого рода 
электромагнитные сигналы могут иметь широкое практическое применение 
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для фундаментальных и прикладных исследований в области физики, химии, 
биологии, медицины [30–32, 213–220]. 
Следует отметить, что проблема формирования ультракоротких 
импульсов возникла сразу же после изобретения лазера. Многочисленные 
теоретические и экспериментальные работы конца 70х – первой половины 80х 
[30–32, 207, 208] подтвердили как принципиальную возможность 
практического построения ультракоротких, в том числе и фемтосекундных 
генераторов, так и ключевые физические особенности самих 
фемтосекундных импульсов. В том числе, их способность распространяться 
среде без затухания на большие расстояния в непрозрачных средах 
(газообразных, жидких и твердотельных), наличие при этом слабой 
частотной дисперсии (что, в свою очередь, ведет к появлению эффекта 
постепенного увеличения длительности импульса в процессе его 
распространения) и некоторых других. Заметим также, что все, без 
исключения, экспериментально реализованные в то время фемтосекундные 
системы, были построены на базе квантовых лазеров. 
Важно отметить, что несмотря на реально достигнутые успехи 
фундаментального плана, такого рода системы, однако, не получили того 
широкого практических применений, ради которых, собственно, все и 
начиналось. Прежде всего, потому, что наиболее интересные прикладные 
применения требовали исключительно высоких уровней средней мощности 
(единицы – десятки, а в ряде случаев – и сотни кВт). Тогда как реально 
достигнутые уровни средней мощности были намного ниже (как правило, 
десятки – сотни мВт). Одной из проблем, ограничивающих мощность 
ультракоротких импульсов в квантовых лазерах, является нагревание 
активной среды лазера, что приводит к его разрушению. Изобретение метода 
усиления чирпованных импульсов [211, 221–225 и др.] позволило частично 
преодолеть эти сложности.  
В отличие от квантовых генераторов лазеры на свободных электронов 
не имеют проблем, связанных с нагреванием активной среды, так как 
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активной средой здесь является вакуум, в котором движется электронный 
пучок. Поэтому в настоящее время проводятся активные исследования 
использования ЛСЭ для создания ультракоротких импульсов, включая 
фемтосекундные. Одно из направлений таких исследований связано с 
использованием ультрафиолетовых и рентгеновских ЛСЭ [226–239], которые 
используют электронные пучки с энергиями порядка 1 ГэВ. Отметим, что для 
лазеров ультрафиолетового и рентгеновского диапазона создание зеркал для 
оптического резонатора является достаточно сложной технологической 
проблемой. Поэтому в последнее время большое развитие получили 
ЛСЭ-усилители, в котором усиление электромагнитного сигнала происходит 
за один проход. При этом широко используется режим самоусиления 
спонтанного излучения SASE (Self Amplified Spontaneous Emission) [240–
251]. Этот режим становиться возможным в случае достижения достаточно 
высоких инкрементов нарастания сигнала. Поэтому в таких установках 
используют электронные пучки с электрическими токами в сотни – тысячи 
ампер. Понятно, что такие установки являются уникальными, огромны в 
размерах, имеют исключительно высокую стоимость. Такие ЛСЭ способны 
генерировать импульсы длительностью порядка единиц фемтосекунд.  
В настоящее время рассматриваются и другие способы формирования 
ультракоротких импульсов электромагнитного поля с использованием 
электронных пучков с меньшей энергией. Так для генерации таких 
импульсов авторами [252–255] предложено использовать эффекты 
сверхизлучения. Этот эффект представляет собой когерентное излучение 
электромагнитного импульса электронным сгустком, обусловленное 
развитием группировки частиц внутри сгустка. При этом синфазность 
излучения различных частей сгустка, протяженность которого составляет 
несколько десятков длин волн, обеспечивается проскальзыванием волны 
относительно частиц вследствие отличия групповой скорости волны от 
поступательной скорости частиц. Сообщается, что такой способ 
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формирования позволяет создавать импульсы мощностью до 1 ГВт в 
миллиметровом диапазоне при длительности порядка 300 пс.  
Таким образом, из анализа литературных источников следует, что 
проблема создания ультракоротких импульсов электромагнитного поля 
привлекает внимание исследователей и является актуальной. Благодаря 
мультигармоническим особенностям физических процессов, протекающих в 
супергетеродинных ЛСЭ, появляется возможность формирования мощных 
ультракоротких импульсов на их базе. Для этого необходимо 
проанализировать как мультигармонические физические процессы в таких 
устройствах, так и провести поиск режимов работы, при которых 
формирование мультигармонических волн было бы наиболее эффективным.  
 
1.6. Теоретические подходы, используемые в теории сильноточных 
ЛСЭ 
 
Главное отличие супергетеродинных от других типов ЛСЭ состоит в 
том то, что в них используют дополнительный механизм усиления 
продольных волн, например, плазменно-пучковую, двухпотоковую 
неустойчивости. В электродинамике известно, что такие неустойчивости 
способны обеспечить исключительно высокие уровни усиления пучковых 
волн [139–148, 158–183 и др.]. Именно поэтому и СЛСЭ, построенные на 
такой технологической базе, и характеризуются столь высокими 
усилительными свойствами. Вместе с тем, упор на использование пучковых 
неустойчивостей автоматически означает, что, за редким исключениям, все 
СЛСЭ следует классифицировать как релятивистские плазменноподобные 
системы. Прежде всего потому, что такого рода пучковые неустойчивости, 
носят принципиально коллективный характер. Технологически это означает, 
что реально СЛСЭ всегда являются сильноточными релятивистскими 
электронными приборами со всеми вытекающими из этого физико-
математическими следствиями. Поэтому для описания физических процессов 
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в супергетеродинных ЛСЭ следует применять теоретические методы, 
используемые в теории сильноточных ЛСЭ, в плазменной релятивистской 
электронике.  
Наиболее общим для изучения физических процессов в сильноточных 
релятивистских электронных пучках и системах на их основе является 
подход, который базируется на основе методов теории плазмы [13–16, 85–
101 и др.]. Релятивистский электронный пучок здесь рассматривают как 
поток плазмы. Теория физических процессов строится на самосогласованном 
решении уравнений Максвелла и кинетического уравнения. Такой теорети-
ческий подход позволяет описать явления, которые происходят в электрон-
ных пучках, как с малой плотностью заряда, так и в интенсивных пучках, в 
которых развиваются коллективные эффекты. Основным недостатком такого 
подхода является то, что он является очень сложным даже для численного 
анализа, не говоря о возможности получения аналитических решений. 
Поэтому в рамках плазменного подхода используют ряд приближений. 
Часто, исходя из условий конкретной задачи, пренебрегают 
столкновеньями заряженных частиц между собой, т.е. интеграл столкновений 
считают равным нулю. В этом случае можно ввести одночастичную 
функцию распределения, которая определяет плотность вероятности 
нахождения заряженной частицы в некоторый момент времени в заданной 
точке фазового пространства. В результате задача сводится к 
самосогласованному решению так называемого кинетического уравнения 
Власова и системы уравнений Максвелла. Для решения кинетического 
уравнения Власова используют, например, метод интегрирования по 
траекториям частиц [87–89]. Но этот метод можно применять, когда 
известны аналитические решения уравнений движения для заряженных 
частиц. Такие решения найти довольно сложно, особенно, когда необходимо 
учитывать собственные поля электронных пучков.  
Иной приближенный подход использует, так называемые 
квазиблоховские уравнения [7–16, 256–258 и др.]. Здесь решения 
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кинетического уравнения ищут в виде разложения функции распределения в 
ряд по гармоникам с медленно меняющимися амплитудами. Далее используя 
кинетическое уравнение, получают систему связанных (квазиблоховских) 
уравнений для амплитуд функции распределения. Также электромагнитные 
поля представляют в виде разложений в ряды по гармоникам поля и 
используют их в уравнениях Максвелла. В результате задача сводится к 
решению связанных укороченных максвелловских и квазиблоховских 
уравнений для амплитуд поля и функции распределения, которые описывают 
нелинейных процессы в исследуемой системе.  
В теории плазмы также широко применяют квазигидродинамическое 
описание [7–16, 85–101 и др.]. Такой подход используют, когда плазма ведет 
себя как проводящая жидкость. С помощью квазигидродинамических 
уравнений, которые имеют разные модификации, находят 
гидродинамическую плотность, скорость, импульс. Так для холодной плазмы 
замкнутую систему уравнений гидродинамики формируют уравнения 
непрерывности и Эйлера для каждого сорта частиц. Плотность 
электрического тока и заряда определяются гидродинамической плотностью 
и скоростью. Уравнения непрерывности и Эйлера совместно с уравнениями 
Максвелла составляют полную систему уравнений, которая описывает 
самосогласованное движение плазмы с электромагнитными полями. По 
сравнению с кинетическим квазигидродинамическое описание является 
менее общим. Одно из основных преимуществ квазигидродинамического 
подхода является то, что он является гораздо проще кинетического.  
Также при рассмотрении процессов в электронных пучках часто 
используют метод одночастных токов [7–13, 259–263] и метод крупных 
частиц [7–13, 264–269]. Метод одночастных токов основывается на 
релятивистском уравнении движения отдельно взятой частицы в 
электромагнитных полях и уравнении Максвелла. Плотность электрического 
тока находится как совокупность одночастичных токов, создаваемых 
отдельными группами заряженных частиц. Полученная система уравнений 
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анализируется численно. Аналогично строится и метод крупных частиц. К 
недостатку этих методов следует отнести то, что они опираются, в основном, 
на численный анализ. Проведение аналитического анализа, как правило, 
оказывается довольно трудной задачей. Тем не менее, этот подход находит 
сегодня широкое применение для проверки результатов, полученных 
другими методами. 
Среди методов, которые используются для анализа физических 
процессов с точки зрения теории плазмы, следует выделить иерархический 
асимптотический подход в теории колебаний и волн [13–16, 270–277]. В 
рамках этого подхода используются следующие методы: метод усредненного 
кинетического уравнения, метод усредненного квазигидродинамического 
уравнения, метод усредненного уравнения для плотности тока, метод 
усредненных характеристик. Следует отметить, что метод усредненных 
характеристик фактически является обобщением выше перечисленных 
методов. Эти методы с одной стороны включают у себя преимущества 
плазменного подхода, а с другой – базируются на математически 
обоснованных асимптотических схемах уравнений. Сравнивая эти методы с 
другими, видим, что он позволяет описывать широкий круг задач. С другой 
стороны благодаря использованию асимптотических схем интегрирования 
можно получать часть результатов, как в аналитическом виде, так и в виде, 
хорошо адаптированном для численных методов анализа. Поскольку метод 
усредненных характеристик является базовым для нелинейного анализа 
физических процессов в супергетеродинных ЛСЭ в представленной дис-
сертационной работе, изложим его в следующем параграфе более детально. 
 
1.7. Метод усредненных характеристик  
 
Метод усредненных характеристик имеет несколько разных расчетных 
схем [13–15, 277]. Здесь рассмотрим только одну из его модификаций, 
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которую далее будем использовать в качестве расчетной основы в 
диссертационной работе.  
Метод усредненных характеристик применяется для асимптотического 
интегрирования систем уравнений в частных производных, которые можно 
записать в стандартной форме [13–15, 277] 
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t
t ,,,,,,, zURUzCU
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¢ , (1.7) 
 
где RCZA ¢¢¢¢ ,,,  – квадратные матрицы-функции размером nn ´ , компоненты 
матрицы R¢  являются слабо нелинейными периодическими функциями (в 
общем случае m-кратными); ( )t,zUU =  – некоторая вектор-функция в 
Евклидовом n-мерном пространстве; { }ni zzzz ,...,,...,, 21=z , iz Î(- ¥, + ¥); t – 
некоторая скалярная переменная, например, лабораторное время.  
Можно показать [13–15, 277], что уравнения в стандартной форме (1.7) 
могут быть преобразованы в линейные относительно производных уравнения 
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t
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¶
¶
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¶
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где RZ,  – квадратные матрицы размером nn ´ .  
Рассмотрим алгоритм асимптотического интегрирования уравнений 
вида (1.8) с помощью метода усредненных характеристик. Вычислительную 
процедуру этого метода можно разбить на три этапа (рис. 1.11). Первый этап 
– преобразование исходной системы уравнений в частных производных к 
системе уравнений k -го иерархического уровня. Главная задача второго 
этапа – нахождение решений этих уравнений. Смысл третьего этапа состоит 
в обратном преобразовании полученных решений на k -м иерархическом 
уровне к начальному (нулевому) уровню.  
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Рассмотрим первый этап вычислительного алгоритма. Он включает в 
себя две стадии (рис. 1.11). На первой стадии переходим от исходной 
системы дифференциальных уравнений в частных производных (1.8) к ее 
характеристикам, которые уже являются уравнениями в полных 
производных: 
 
 ( )t
dt
d ,,zUZz = ; ( )t
dt
d ,,zURU = . (1.9) 
 
Как известно, интегрирование уравнений в полных производных (1.9) 
гораздо проще интегрирования уравнений в частных производных (1.8). 
Однако, не смотря на достигнутое упрощение, решение системы уравнений 
(1.9), особенно в случае многопериодических и многорезонансных 
нелинейных процессов, оказывается далеко не простой задачей. Поэтому на 
второй стадии (рис. 1.11) проводят асимптотическое интегрирование 
уравнений (1.9) с использованием иерархической расчетной схемы [13–16]. 
При этом уравнения (1.9) принимаются в качестве исходной системы на 
нулевом иерархическом уровне.  
Далее в соответствии с иерархическим подходом [13–16] 
классифицируем переменных в системе (1.9) на медленные переменные x  и 
быстрые фазы ψ , формируем ряд больших параметров задачи  
 
 1...21 >>x>>x>>>>x>>x km , (1.10) 
 
где  
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dx
dt
d qm
m
y
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my  – m -я компонента вектора быстрых фаз ψ ;  
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qx  – q-я компонента вектора медленных переменных x , скорость изменения 
которой не превышает скорость изменения других медленных переменных.  
 
 
Рис. 1.11 Схема вычислительной процедуры метода усредненных 
характеристик 
 
Следует заметить, что функции RZ,  в (1.9) являются периодическими 
функциями от компонент вектора быстрых фаз ψ . Также отметим, что 
имеются расчетные схемы, когда большой параметр mx  (1.11) характеризует 
скорость изменения не одной быстрой фазы, а группы быстрых фаз.  
Как следует из (1.10)–(1.11) наибольшей скоростью изменения 
характеризуется быстрая фаза 1y . Скорости изменения остальных фаз по 
сравнению с 1y  являются малыми, и поэтому остальные фазы при переходе 
от нулевого иерархического уровня к первому можно отнести к медленным 
переменным. В результате систему уравнений (1.9) можно записать в виде  
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Для нахождения асимптотических решений системы (1.12) используем 
замену Крылова-Боголюбова [13–16, 281] и переходим к усредненным 
величинам 1x  и 1y  (переменным следующего уровня иерархии):  
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Функции ( )11)(1 ,yxu n  и ( )11)(1 ,v yxn  подбирают таким образом, чтобы 
усредненные величины удовлетворяли следующей системе уравнений: 
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Основной смысл замены (1.13) состоит в том, что медленное движение, 
определяемое вектором 1x , отделено полностью от быстрой переменной 1y . 
А именно, правая часть системы (1.14) не зависит от 1y  и поэтому 
интегрируется независимо от уравнения (1.15). Определив 1x , можно найти 
)(1 ty  из уравнения (1.15), вычислив квадратуру. Уравнения (1.14)–(1.15) 
определяют поведение исследуемой системы на первом иерархическом 
уровне.  
Функции )(1
)(
1
)(
1
)(
1 v,,,
nnnn B uA , которые входят в систему уравнений 
(1.13)–(1.15) имеют следующий вид [13–16, 281]:  
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Как следует из (1.16)–(1.18), выражения для )(1
)(
1
)(
1
)(
1 v,,,
nnnn B uA  
определяются через )(1
ng  и )(1
nh , которые, в свою очередь, связаны с 
функциями ( )111 ,yxX , ( )11 xW  и ( )111 ,yxY  исходной системы уравнений (1.12). 
Для первых трех приближений функции )(1
ng  и )(1
nh  имеют следующий вид:  
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Также следует иметь в виду, что функции ( )x)(1nj  и ( )x)(1nv  в (1.17)-
(1.18) имеют смысл постоянных интегрирования. Существуют различные 
способы задания этих функций. Например, эти функции можно выбирать так, 
чтобы постоянные составляющие )(1
nu  и )(1v
n  были равны нулю. Точность 
построения приближенного решения не зависит от выбора функций ( )x)(1nj  и 
( )x)(1nv . 
Напомним, что в соотношениях (1.19)–(1.23) 1x , 
)(
1
nu  и )(1
nA  – векторы 
с компонентами )(1
jx , ),(1
jnu  и ),(1
jnA  соответственно, 1y , 
(n)
1v  и 
)(
1
nB  – скаляры. 
Аналогично 1X  – вектор-функция, а 1Y  и 1W  – скалярные функции. 
Анализируя полученную систему (1.14), видим, что хотя она и не 
зависит от быстрой фазы 1y , но, все же, остается зависимой от других 
быстрых фаз kyy.y ...,..,,2 m . Поэтому ее интегрирование остается сложной 
задачей. С другой стороны, для нахождения решений (1.14) мы вновь можем 
применить изложенный выше алгоритм (1.13), (1.16)–(1.23). В качестве 
быстрой фазы используем 2y  (напомним, на первом иерархическом уровне 
фаза 2y  входит в вектор медленных переменных 1x ). Фазы, 
соответствующие большим параметрам kxxx ,..., 43 , на этом этапе решения 
задачи отнесем к вектору медленных переменных 2x . В результате система 
(1.14) может быть записана в виде аналогичном (1.12): 
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 ( )222
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x
= xXx
dt
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2
22
2 ,1 y
x
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y xx Y
dt
d .  
 
Далее к этой системе применяем замену Крылова-Боголюбова аналогично 
как в (1.13), (1.16)–(1.23) и получаем усредненные уравнения второго 
иерархического уровня  
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Видим, что медленное движение (1.24), описываемое вектором 2x , как 
и в случае (1.14), уже полностью отделено от быстрой фазы 2y , а значит, 
становится еще более простым. Уравнения (1.24)–(1.25) определяют 
поведение исследуемой системы на втором иерархическом уровне. 
Аналогичную процедуру интегрирования мы можем применить 
многократно, пока не будут отделены в уравнениях вида (1.14), (1.24) все 
быстрые фазы, соответствующие ряду больших параметров (1.10). В итоге 
получим уравнение аналогичное к (1.14), (1.24) для медленных переменных 
на наивысшем k-м иерархическом уровне. Это уравнение уже не содержит 
быстрых фаз и поэтому является более простым, чем (1.8). Получение 
укороченных уравнений на наивысшем k-м иерархическом уровне, которые 
не зависят от быстрых фаз, и составляет основное содержание первого этапа 
(рис. 1.11).  
Далее переходим ко второму этапу вычислительной процедуры, 
которая состоит в нахождении решения усредненного уравнения на k-м 
иерархическом уровне (рис. 1.11). Для этого можно применить стандартные 
методы, например метод медленно меняющихся амплитуд [13–
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16, 157, 185, 186, 195, 282, 283]. Возможны и другие варианты нахождения 
решений, например, с использованием метода характеристик [13–277]. В 
любом случае, находить решение усредненного уравнения на наивысшем k-м 
иерархическом уровне гораздо легче, чем решение исходного уравнения, так 
как оно не содержит быстроосциллирующие фазы. 
Однако нам нужны решения не усредненных уравнений, а исходного 
уравнения (1.8). Поэтому на следующем третьем этапе проведем обратные 
преобразования, используя замену переменных Крылова-Боголбова для 
преобразования переменных из произвольного m-го иерархического уровня в 
переменные (m - 1)-го уровня  
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где mm xx =-1 , mm y=y -1  как это следует из соотношений вида (1.13). 
Напомним, функции )(m
)( v, nnmu , которые входят в систему уравнений (1.26) 
находятся по известной процедуре (1.17)–(1.23).  
Таким образом, соотношения типа (1.13), (1.26) играют двойную роль в 
обсуждаемой вычислительной схеме. Используя их, мы выполняем как 
прямые, так и обратные преобразования (рис. 1.11). Благодаря обратным 
преобразованиям от наивысшего k-го иерархического уровня до исходного 
(нулевого) иерархического уровня находим решения исходного уравнения.  
Сущность выполнения обратных преобразований от переменных 
{ }mm y,x  к переменным { }11, -- ymmx  состоит в том, чтобы выразить { }mm y,x  
как функции { }11, -- ymmx  по имеющейся обратной связи (1.26). Выражения 
(1.26), являются нелинейными уравнениями, поскольку зависят, в общем 
случае, от нелинейных, хотя и известных, функций ( )( )mmnm y,xu  и 
( )( )mmnm y,v x . Таким образом, проведение обратных преобразований 
оказывается достаточно непростой задачей.  
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Для того чтобы в общем виде найти искомую связь между 
переменными двух соседних иерархических уровней, воспользуемся 
наблюдением, что разность между произвольными переменными двух 
соседних иерархических уровней (например, )1( -m  и m -м, см. (1.26)) 
пропорциональна 11 <<xm . Это наблюдение позволяет разложить функции 
( )( )mmnm y,xu  и ( )( )mmnm y,v x  в ряд Тейлора в окрестности переменных 
)1( -m -го иерархического уровня. Заменяя в этом разложении все разности 
типа ( )1-- mm xx , ( )1-y-y mm  через функции ( )nmu  и ( )nmv  благодаря (1.26), 
получаем искомую асимптотическую связь между переменными соседних 
иерархических уровней: 
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Эти преобразования позволяют перейти от решений, полученных на 
наивысшем k-м иерархическом уровне к исходному нулевому иерархичному 
уровню (рис. 1.11).  
Таким образом, в основе метода усредненных характеристик лежит 
идея замены сложной мультирезонансной и мультигармонической исходной 
задачи (1.8) гораздо более простой, в которой отсутствуют осцилляторные 
переменные. Решая такую простую задачу, а затем, осуществляя обратный 
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переход, получаем решение исходной сложной задачи.  
Следует отметить, что решения исходных уравнений, полученные с 
использованием метода усредненных характеристик, как правило, имеют вид 
асимптотических рядов. Поэтому очень удобно совместно с иерархическими 
методами использовать метод медленно меняющихся амплитуд, для 
эффективного использования которого компоненты исходных уравнений 
должны быть представлены в виде разложения по малому параметру [13–
16, 157, 185, 186, 195, 282, 283]. 
Одним из достоинств метода усредненных характеристик, как и других 
методов асимптотического иерархического подхода [13–16] является 
возможность получить часть результатов в аналитическом виде 
[28, 29,274, 275 и др.]. Например, осцилляторные величины ( )nmu  и 
( )n
mv  
определяются соотношениями (1.17)–(1.23). Следует отметить, что техника 
использования прямых (1.13)–(1.23) и обратных переходов (1.27)–(1.28) 
также предполагает выполнение части преобразований в аналитическом 
виде. Однако для задач анализа множественных параметрически-
резонансных взаимодействий, когда изучаются резонансные взаимодействия 
сотен гармоник, и при этом одновременно реализуются параметрические 
резонансы разного типа, ситуация становится совершенно иной. Такие задачи 
по уровню сложности относят к одним из самых сложных в электродинамике 
плазменноподобных систем, и аналитические решения здесь получить из-за 
их громоздкости не представляется возможным. В связи с этим возникает 
задача модернизации метода усредненных характеристик. Такая 
модернизация должна быть направлена, прежде всего, на алгоритмизацию 
вычислительных схем с учетом специфики анализа мультигармонических 
процессов в сильноточных релятивистских устройствах. Необходимо 
осуществить переход от ряда аналитических процедур к численным и 
реализовать необходимые алгоритмы в виде компьютерных программ. Также 
такая модернизация должна упростить процедуры прямого (1.13)–(1.23) и 
обратного переходов (1.27)–(1.28).  
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1.8. Выводы к разделу 1 
 
1. В результате обзора литературных источников выяснено, что 
супергетеродинные ЛСЭ имеют ряд преимуществ по сравнению с 
эквивалентными параметрическими ЛСЭ, использующие такие же по 
интенсивности электронные пучки, амплитуду поля накачки и пр. Благодаря 
использованию дополнительного механизма усиления они имеют гораздо 
большие (на порядок и более) инкременты нарастания волн в миллиметровом 
– инфракрасном диапазоне волн, имеют меньшие габариты, используют 
накачку с существенно меньшими амплитудами.  
2. Также было выяснено, что продольные волны, которые усиливаются 
в результате дополнительного механизма усиления, в двухпотоковых и 
плазменно-пучковых СЛСЭ характеризуются линейными дисперсионными 
зависимостями. В результате этого, между гармониками таких волн 
возникают множественные параметрические резонансы, которые приводят к 
возбуждению десятков и более гармоник. Помимо этого, в двухпотоковой 
релятивистской системе имеются и другие типы волн, которые также 
принимают участие в параметрически-резонансных взаимодействиях. Таким 
образом, общая картина мультигармонических нелинейных процессов в 
супергетеродинных ЛСЭ оказывается достаточно сложной и неизученной. 
Поэтому возникает необходимость построить нелинейную теорию 
мультигармонических взаимодействий в двухпотоковых и плазменно-
пучковых системах, которые используются в двухпучковых и плазменно-
пучковых СЛСЭ. 
3. Анализ литературных источников показал, что последнее время 
бурно развивается направление в науке и технике, связанное с созданием и 
изучением систем способных формировать мощные ультракороткие 
электромагнитные импульсы, сигналы с широким спектром. Такие сигналы 
имеют широкое практическое применение для ряда фундаментальных и 
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прикладных исследований в области физики, химии, биологии, медицины. В 
супергетеродинных ЛСЭ, как показали предварительные оценки, могут 
генерироваться десятки и больше высших гармоник. В связи с этим 
возникает задача исследования мультигармонических супергетеродинных 
ЛСЭ, главное предназначение которых состоит в формировании 
интенсивных электромагнитных волн с широким спектром, в том числе и 
формирование мощных ультракоротких кластеров электромагнитного поля. 
4. Как показал обзор литературных источников, ряд 
супергетеродинных ЛСЭ, например электронно-волновые СЛСЭ, плазменно-
пучковые СЛСЭ с доплертронной накачкой изучены недостаточно. Была 
сформулирована лишь их общая идея, определены инкременты нарастания, 
сделан вывод о возможности создания на их основе мощных усилителей и 
генераторов в миллиметровом – инфракрасном диапазоне волн. Для 
подтверждения этого вывода необходимо провести исследования механизмов 
и уровней насыщения, изучить параметрически-резонансные взаимодействия 
в таких приборах. 
5. Было выяснено, что для задач анализа множественных резонансных 
взаимодействий, то есть таких, которые связаны друг с другом через общие 
гармоники волн и в которых участвуют сотни гармоник, следует 
использовать один из наиболее мощных методов – метод усредненных 
характеристик. Также необходимо провести модернизацию этого метода для 
учета специфики множественных параметрических резонансов. 
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РАЗДЕЛ 2  
ПРИНЦИПЫ ФОРМИРОВАНИЯ КЛАСТЕРОВ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН И ОБЩАЯ ИДЕОЛОГИЯ 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ МУЛЬТИГАРМОНИЧЕСКИХ ЛАЗЕРОВ НА 
СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНАХ  
 
Одним из наиболее интересных применений супергетеродинных 
лазеров на свободных электронах является построение на их основе систем, 
способных формировать ультракороткие кластеры электромагнитного поля. 
Прежде чем приступить к изучению физических процессов в конкретных 
моделях СЛСЭ, приводящих к формированию ультракоротких кластеров, 
обсудим как саму идею формирования ультракоротких кластеров, так и 
некоторые ключевые проблемы, характерные для данного класса технологий. 
Основные научные результаты раздела опубликованы в работах 
[36, 46, 47, 50, 51, 72–83]. 
 
2.1. Ультракороткие импульсы и ультракороткие кластеры 
 
В современной литературе активно обсуждаются системы для 
формирования ультракоротких импульсов и их свойства [30–32, 207–212 и 
др.]. Как выяснено в предыдущем разделе, интерес к ультракоротким 
импульсам связан с широкими возможностями их практического применения 
в различных областях науки и техники [30–32].  
Следует отметить, что практически во всех публикациях речь идет об 
ультракоротких импульсах. В диссертационной же работе будут рассмотрены 
системы для формирования ультракоротких кластеров электромагнитного 
поля. Импульсы и кластеры по своей структуре являются разными 
объектами, поэтому и требования для систем, их формирующих, также 
отличаются. Рассмотрим эти различия. 
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Суть главных физических отличий между понятиями «ультракороткий 
импульс» и «ультракороткий кластер» проиллюстрирована на рис. 2.1 и 2.2. 
 
 
 
Рис. 2.1. Ультракороткий электромагнитный импульс 
 
Как известно, например, из курса радиотехники, электромагнитный 
импульс или радиоимпульс не являются «настоящим» импульсом. Прежде 
всего потому, что это импульс огибающей, заполненный колебаниями 
электромагнитной волны несущей частоты. Форму такого импульса показано 
на рис. 2.1, где сплошная кривая 1 представляет зависимость мгновенного 
значения напряженности электрического поля от времени, а штриховая 
кривая 2 – ее огибающую. Особенность ультракоротких импульсов состоит в 
том, что в пределах одного импульса должно помещаться несколько 
периодов колебаний электромагнитной волны. Если принять, что 
длительность импульса tp2 ~ 5×10 -14 c, то период колебаний несущей должен 
быть равен (рис. 2.1) Tc ~ 10 –14 c. Отсюда следует принципиальный 
недостаток фемтосекундной технологии, построенной на использовании 
радиоимпульсов: для получения длительностей импульса порядка 
фемтосекунды и меньших необходимо уходить дальше и дальше в 
ультрафиолетовый и рентгеновский диапазоны несущих частот [30, 207–212 
и др.]. А чтобы создать такие системы, например, рентгеновские ЛСЭ 
необходимо использовать уникальные установки как по исполнению, так по 
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габаритах и стоимости [10, 11, 226–239 и др.]. При этом возникают 
непростые технологические проблемы, связанных с базовой техникой сжатия 
лазерных радиоимпульсов [10, 11, 226–239 и др.]. А в результате средняя 
мощность такого типа фемтосекундных генераторов оказывается 
недостаточной для их практического использования (десятки – сотни мВт). 
Так, например, в работах [209–211] сообщается о лазерных системах 
достигающих петаватных уровней (энергия импульса несколько сотен 
джоулей), но способных создавать только один импульс в сутки 
(T1 ~ 1 сутки).  
 
 
Рис. 2.2. Ультракороткие кластеры электромагнитного поля 
 
На рис. 2.2 представлены кластеры электромагнитного поля, где 
сплошная кривая 1 представляет зависимость мгновенного значения 
напряженности электрического поля от времени. В отличие от 
радиоимпульса, кластеры являются «истинными» импульсами, подобными 
импульсам тока или напряжения, которые изучаются, например, в 
классической электротехнике. По сути, в этом случае мы имеем дело с некой 
периодической последовательностью очень плотных и коротких сгустков 
(кластеров) электрического и магнитного полей, распространяющихся в 
среде. Принципиальным при этом здесь является то, что электромагнитные 
кластеры не связаны с какой-либо несущей частотой и, следовательно, их 
длительность не ограничивается причинами, подобными тем, что упомянуты 
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выше в отношении радиоимпульсов. Поэтому требования к оборудованию, 
создающие такие кластеры, существенно ниже. Как показывает анализ, на 
современном уровне уже существующих технологий принципиально 
возможным является формирование ультракоротких кластеров порядка 
десятков фемтосекунд. Главным достоинством ультракоротких кластерных 
технологий является реальная перспектива формирования периодических 
серий кластеров (кластерных волн) со средней мощностью в десятки и даже 
сотни кВт и, соответственно, мгновенной – на уровнях 1 ¸ 100 МВт. Это, в 
свою очередь, открывает уникальную перспективу для разработки класса 
коммерческих и специальных технологий, построенных на такой основе. 
 
2.2. Идея и принцип формирования кластеров электромагнитного 
поля 
 
Идея предложенного метода формирования ультракоротких кластеров, 
который также называют методом компрессии волновых пакетов, 
проиллюстрирована на рис. 2.3. Предположим, что мы имеем начальную 
гармоническую электромагнитную волну с периодом T, показанную на 
рис. 2.3 кривой 1, которая показывает зависимость мгновенного значения 
напряженности электрического поля от времени. Эту кривую можно 
мысленно представить как периодическую знакопеременную 
последовательность (с периодом T) полусинусоидальных импульсов типа 2, 
которые характеризуются длительностью 1pt  (рис. 2.3). Основная идея 
метода состоит в сильной компрессии каждого из импульсов 2 во времени и в 
пространстве, в результате чего получаем на выходе ультракороткий кластер 
3 длительности 2pt  (рис. 2.3). Величину такой компрессии можно 
охарактеризовать, например, коэффициентом компрессии 
 
 221 4 pppcomp Tf t»tt= . (2.1) 
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В формуле (2.1) учтено, что 4/1 Tp =t  (рис. 2.3).  
 
 
Рис. 2.3. Иллюстрация метода компрессии ультракоротких электромагнитных 
кластеров 
 
Очевидно также, что каждый из ультракоротких кластеров 3 можно 
считать своеобразным волновым пакетом в случае, если характерный 
временной интервал tch, на котором происходит релаксация среды после 
прохождения одного кластера, будет намного меньше полупериода начальной 
электромагнитной волны и коэффициент компрессии – намного больше 
единицы 
 
 2    ,1 Tf chcomp <t>> ,  (2.2) 
 
то каждый их ультракоротких кластеров 3 будет средой восприниматься как 
отдельный, изолированный от других кластеров.  
На первый взгляд идея метода компрессии выглядит достаточно 
простой, однако возникает вопрос: как ее реализовать экспериментально? В 
принципе, возможно несколько вариантов практической реализации этого 
метода. 
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В качестве первого варианта следует предложить использование 
мультигармонического источника электромагнитных волн. Такой источник 
должен генерировать десятки или даже сотни гармоник сигнала с 
приблизительно одинаковыми амплитудами. Другими словами, источник 
должен формировать электромагнитный сигнал с широким спектром, пример 
которого представлен на рис. 2.4. Создание таких устройств является с 
технологической точки зрения далеко не простой задачей. 
Мультигармонические процессы в таких источниках, созданных на базе 
супергетеродинных ЛСЭ, далее анализируются в диссертационной работе. 
 
 
Рис. 2.4. Спектр ультракоротких кластеров как спектр «размазанных» дельта-
функций Дирака 
 
Почему же мультигармонический источник должен генерировать 
большое количество гармоник для формирования ультракоротких 
импульсов? Объясняется это мультигармонической природой кластерной 
волны, показанной на рис. 2.3 (кривая 3). Разложим кластерную волну в ряд 
Фурье. Прежде всего отметим, что как следует из рис. 2.3, кластер по своей 
форме очень близок к, так называемой, размазанной дельта-функции Дирака 
[284]. Поэтому спектр кластерной волны подобен спектру размазанной 
дельта-функции [284]. На рис. 2.4 показан спектр ультракоротких кластеров 
как зависимость амплитуд гармоник сигнала En от номера ее гармоники n. 
Как видим, кластерная волна по своему спектральному составу состоит из 
гармоник с соразмерными амплитудами. Для предельного случая дельта-
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функции Дирака все гармоники имеют одинаковую амплитуду. 
Максимальный номер гармоники N на рис. 2.4 характеризует размазанность 
дельта-функции или же степень сжатия кластерной волны. Чем меньше 
длительность кластера, тем больше гармоник будет в спектре такого сигнала 
(тем больше будет N).  
В связи с вышесказанным, рассмотренную выше процедуру 
компрессии монохроматического сигнала (рис. 2.3) математически можно 
рассматривать как генерацию высших гармоник с соизмеримыми 
амплитудами. И чем больше будет таких гармоник, тем короче будет кластер. 
С физической точки зрения эта процедура может рассматриваться как синтез 
ультракороткого кластера электромагнитного поля из многих гармоник. 
Поэтому предложенный метод для формирования кластеров называют также 
методом синтеза электромагнитных кластерных волн.  
Таким образом, по форме ультракороткий кластер подобен дельта-
функции Дирака. Это значит, что спектр таких кластеров должен быть 
подобным спектру дельта-функции Дирака и состоять из множества 
гармоник с соизмеримыми амплитудами.  
Вышеописанный метод синтеза ультракоротких кластеров с помощью 
мультигармонического источника электромагнитных волн не является 
единственным возможным вариантом. Как пример второго варианта синтеза 
рассмотрим систему для формирования ультракоротких кластеров путем 
сложения гармоник сигнала от группы монохроматических источников волн, 
схема которой представлена на рис. 2.5. Предположим, что мы имеем группу 
монохроматических источников электромагнитных сигналов 1, 2, частоты n1w1 
и волновые числа n1k1 которых кратны частоте и волновому числу сигнала 
первого монохроматического источника w1, k1 (рис. 2.5). Сигналы, которые 
генерируются такими источниками, поступают на вход системы сложения 3. 
Путем специальной настройки амплитуд и начальных фаз колебаний 
сигналов от источников 1, 2 на выходе системы сложения 3 можно получать 
ультракороткие последовательности электромагнитных кластеров 4. 
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Варьируя количество таких монохроматических источников, их амплитуду и 
начальную фазу, в принципе, можно получить заданную форму 
ультракороткой кластерной волны на выходе из системы.  
 
 
Рис. 2.5. Схема системы для формирования ультракоротких кластеров путем 
сложения гармоник сигнала от группы монохроматических источников волн  
 
Возможен третий вариант системы для синтеза ультракоротких 
кластерных волн, схема которой подобна представленной на рис. 2.5. Если в 
схеме, изображенной на рис. 2.5 заменить источники монохроматических 
волн источниками мультигармонических волн, то результирующий спектр 
входящих в систему сложения 3 волн окажется гораздо шире. В итоге 
кластеры, формируемые группой мультигармонических источников, будут 
характеризоваться существенно более короткими длительностями.  
 
2.3. Мультигармонические супергетеродинные ЛСЭ 
 
2.3.1. Мультигармонические лазеры на свободных электронах 
 
Возникает вопрос: а возможно ли вообще реализовать на практике 
описанный выше принцип синтеза кластерных сигналов? Или, другими 
словами, возможно ли технологически сформировать мощный 
ультракороткий электромагнитный кластер за счет эффективной генерации 
70 
высших гармоник в самой системе, создать мультигармонический источник 
ультракороткой кластерной волны, как это было проиллюстрировано на 
рис. 2.3?  
Как показано в работах [43–45, 46–36, 50, 51, 55, 70, 71, 79–82], 
создание таких формирователей ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля возможно на базе супергетеродинных ЛСЭ, в 
качестве дополнительного механизма усиления которых используется 
механизм мультигармонического усиления продольных волн 
пространственного заряда за счет двухпотоковой неустойчивости [33, 46–
36, 50, 51, 55, 79–82] или плазменно-пучковой неустойчивости [43–
45, 70, 71]. То есть двухпотоковые и плазменно-пучковых СЛСЭ могут 
формировать ультракороткие кластерные электромагнитные поля.  
Использование двухпотоковой и плазменно-пучковой неустойчивостей 
в СЛСЭ-формирователях ультракоротких кластеров обусловлено двумя 
характерными свойствами таких неустойчивостей. Во-первых, эти 
неустойчивости, как было выяснено в первом разделе, относят к классу 
линейных неустойчивостей и характеризуются линейными дисперсионными 
зависимостями. Именно поэтому в таких системах имеет место интенсивное 
возбуждение высших гармоник за счет параметрических резонансных 
взаимодействий. Во-вторых, для двухпотоковой и плазменно-пучковой 
неустойчивостей оказывается возможным выделить диапазон частот, в 
котором с повышением частоты повышается инкремент нарастания волны 
ВПЗ. В таком частотном диапазоне наиболее высокой является оптимальная 
частота – частота, для которой инкремент неустойчивости является 
максимальным. Если в качестве частоты первой гармоники выбрать нижнюю 
границу такого диапазона, то, с одной стороны, вследствие параметрически-
резонансных взаимодействий будут возбуждаться высшие гармоники, а с 
другой стороны из-за второго свойства более высокие гармоники будут 
усиливаться сильнее. В результате в таких системах оказывается возможным 
формирование волн ВПЗ с аномальными спектрами. Это означает, что 
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высшие гармоники в таких ВПЗ будут иметь более высокие амплитуды. 
Далее используя мультигармонические ондуляторные системы, которые, как 
правило, характеризуются нормальными спектрами (с повышением частоты 
амплитуда гармоник ондуляторного поля уменьшается) энергия волн ВПЗ 
трансформируется в мультигармоническую электромагнитную волн, 
гармоники которой имеют приблизительно одинаковую амплитуду. В 
результате таких процессов формируется ультракороткий кластер 
электромагнитного поля.  
Таким образом, в СЛСЭ-формирователях мультигармонических 
электромагнитных волн частота первой гармоники должна выбираться не с 
точки зрения максимального ее усиления, а с точки зрения формирования 
максимально широкого спектра волн. 
Из вышесказанного следует, что требования, которые выдвигаются к 
ЛСЭ, основное предназначение которых состоит в формировании 
мультигармонических электромагнитных волн, существенно изменяются. А 
именно, усилительные свойства ЛСЭ отходят на второй план, а главным 
становится его способность работать в качестве формирователя 
ультракоротких кластеров электромагнитного поля. Или, другими словами, 
задачи оптимизации системы по максимуму усиления и КПД, оставаясь по-
прежнему важными, становятся, все же, гораздо менее актуальными. На 
первый план выходит способность системы эффективно формировать 
мультигармонические спектры выходного сигнала заданной формы. А это, в 
свою очередь, заметно изменяет как саму идеологию построения ЛСЭ такого 
класса, так и главные акценты теории при изучении базовой физики 
процессов, протекающих здесь.  
Таким образом, можно говорить о новом классе устройств – 
мультигармонических лазерах на свободных электронах, основное 
назначение которых состоит в формировании интенсивных 
электромагнитных волн с широким спектром, в том числе, и мощных 
ультракоротких кластеров электромагнитного поля.  
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Также нужно сказать, что кроме двухпотоковых и плазменно-пучковых 
СЛСЭ, которые детально анализируются в представленной диссертационной 
работе, существуют и другие мультигармонические ЛСЭ. Например, 
супергетеродинные ЛСЭ с продольным электростатическим ондулятором 
[13, 206], активные ЛСЭ-клистроны [13, 46]. Существуют и другие линейные 
неустойчивости, например, черенковская, циклотронная [85–101], которые 
могли бы использоваться в мультигармонических ЛСЭ для формирования 
электромагнитных волн с широким спектром. 
 
2.3.2. Мультигармонические двухпотоковые СЛСЭ 
 
Схема двухпотокового СЛСЭ-клистрона с резонансным модулятором и 
монохроматическим входным сигналом, в котором реализована идея 
компрессии (синтеза) кластерной электромагнитной волны, описанная в 
параграфе 2.2, представлена на рис. 2.6. Проведем качественный анализ 
основных принципов ее работы.  
 
 
Рис. 2.6. Схема двухпотокового СЛСЭ-клистрона с резонансным 
модулятором 7 и монохроматическим входным сигналом 1 
 
Монохроматический электромагнитный сигнал 1 с частотой w1 и 
волновым числом k1 поступает в рабочий объем секции модулятора 7. Сюда 
же подается двухскоростной электронный пучок 6, формирующийся за счет 
слияния двух односкоростных пучков 2 и 5, источниками которых являются 
ускорители 3 и 4.  
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Основным предназначением секции модулятора 7 в ДСЛСЭ является 
возбуждение в объеме двухскоростного пучка 6 волны пространственного 
заряда. В зависимости от конструкционных особенностей модулятора, а 
именно того, является ли он резонансный или нерезонансный (рис. 2.11–
2.12), возможна реализация нескольких более частных схемных 
конструкционных вариантов исследуемых двухпотоковых СЛСЭ-клистронов 
(рис. 2.7–2.9). В данном случае на вход поступает монохроматический 
сигнал, поэтому в этой схеме используется модулятор 7 с 
монохроматическим полем накачки. Монохроматический модулятор 
конструкционно гораздо проще мультигармонического. Именно в этом и 
заключается преимущество рассматриваемой схемы по сравнению со схемой 
представленной, например, на рис. 2.7. В результате параметрического 
резонанса монохроматической волны сигнала с монохроматическим полем 
модулятора в двухскоростном пучке возбуждается монохроматическая волна 
ВПЗ. Далее промодулированный электронный пучок 6 входит в пролетную 
секцию 8, электромагнитная же волна на входе эту секцию поглощается. 
Основным назначением пролетной секции 8 является усиление и 
интенсивное возбуждение высших гармоник ВПЗ за счет двухпотоковой 
неустойчивости. Для этого частота первой гармоники выбирается намного 
меньшей оптимальной частоты, которая соответствует максимальному 
инкременту нарастания. Из-за этого инкремент нарастания увеличивается с 
увеличением номера гармоник. При этом оптимальная частота определяет 
верхнюю границу таких волн. Одновременно с усилением высших гармоник 
происходит их интенсивная генерация, что обуславливается линейной 
дисперсионной зависимостью волн ВПЗ. Из-за этого в пролетной секции 
возникают множественные параметрические резонансы между гармониками 
волны пространственного заряда. В итоге на выходе из пролетной секции 
формируется волна ВПЗ с широким аномальным спектром. То есть более 
высокие гармоники ВПЗ имеют более высокие амплитуды.  
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После прохождения пролетной секции 8 промодулированный пучок 
направляют на вход мультигармонической накачки 9. Здесь благодаря 
параметрическим резонансам между гармониками волны ВПЗ и гармониками 
мультигармонического поля накачки происходит генерация 
мультигармонического электромагнитного сигнала 10 и его дальнейшее 
усиление. По сути, здесь происходит обратное преобразование энергии 
мультигармонической волны ВПЗ в энергию мультигармонического 
электромагнитного сигнала. При этом для каждой из гармоник 
мультигармонической ВПЗ выполняется условие параметрического 
резонанса с соответствующими гармониками поля накачки и 
электромагнитного сигнала. Таким образом, в оконечной секции ДСЛСЭ 
одновременно реализуется множество трехволновых параметрических 
резонансов. Регулируя форму спектра ВПЗ, а также параметры 
мультигармонического поля накачки 9, получаем возможность управлять 
формой электромагнитных кластеров 10 на выходе ДСЛСЭ. 
Как уже отмечалось выше, возможны и другие варианты схем 
(рис. 2.7-2.9) для формирования ультракоротких кластеров 
электромагнитных волн. Так на рис. 2.7 представлена схема двухпотокового 
 
 
Рис. 2.7. Схема двухпотокового СЛСЭ-клистрона с резонансным 
модулятором 7 и мультигармоническим входным сигналом 1 
 
СЛСЭ-клистрона с резонансным модулятором 7 и мультигармоническим 
входным сигналом 1. Ее ключевое отличие от схемы, приведенной на 
рис. 2.6, состоит в том, что здесь предусмотрено использование исходно 
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мультигармонического входного сигнала 1. Это влечет за собой 
использование для модуляции электронного пучка не монохроматического, а 
мультигармонического поля накачки 7. В итоге мультигармоническая ВПЗ 
формируется не в пролетной секции 8, а уже в области первой системы 
накачки 7. Меняя форму входного мультигармонического сигнала 1, можем 
влиять на форму спектра мультигармонической ВПЗ, а значит, получаем еще 
одну возможность для оптимизации спектра выходного сигнала 10. В этом и 
состоит главное преимущество такой схемы.  
Конструкционные схемы, приведенные на рис. 2.8 и 2.9, представляют 
несколько иную ветвь технологической мысли в области двухпотоковых 
кластерных СЛСЭ-клистронов. Их главной отличительной особенностью  
 
 
 
Рис. 2.8. Схема двухпотокового СЛСЭ-клистрона с нерезонансным 
модулятором 7 и мультигармоническим входным сигналом 1 
 
является выбор нерезонансной конструкции для секции модуляции 7 
двухскоростного электронного пучка. Ключевая идея такого технического 
решения состоит в том, что нерезонансные модуляторы (рис. 2.12) 
конструкционно намного проще, чем обсуждавшиеся выше резонансные. С 
другой стороны, когда базовым рабочим механизмом пролетной секции 7 
является двухпотоковая неустойчивость, известная в электродинамике 
своими исключительно высокими уровнями усиления [13, 15, 16, 85–101], 
необходимость применения именно резонансных секций модуляции 
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перестает быть самоочевидной. Использование нерезонансных модуляторов 
во многих практически интересных случаях оказывается намного более 
интересным с прикладной точки зрения. 
На рис. 2.9 приведена схема двухпотокового СЛСЭ-клистрона с 
нерезонансным модулятором 7 и системой промежуточного ускорения 
электронного пучка 11. Как легко видеть из сравнения вариантов схем, 
проиллюстрированных на рис. 2.8 и 2.9, их отличие заключается во введении 
во второе из устройств (рис. 2.9) системы промежуточного ускорения 
модулированного электронного пучка 12. Изменение энергии пучка 
существенно влияет на спектр выходного мультигармонического сигнала 11. 
Появляется еще одна возможность управлять мультигармоническим спектром 
выходной кластерной электромагнитной волны. В остальном же, принципы 
работы устройств, приведенных на рис. 2.8–2.9, подобны изложенным выше.  
 
 
 
Рис. 2.9. Схема двухпотокового СЛСЭ-клистрона с нерезонансным модуля-
тором 7 и системой промежуточного ускорения электронного пучка 11 
 
Двухпотоковые СЛСЭ-формирователи ультракоротких кластеров, 
схемы которых представлены на рис. 2.6–2.9, могут быть описаны в рамках 
обобщенной теоретической модели, которая представлена на рис. 2.10. Здесь 
единая область взаимодействия разбита на четыре части, каждая из которых 
функционально соответствует определенной секции двухпотоковых СЛСЭ  
(рис. 2.6–2.9). 
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Из рис. 2.10 следует, что электронный двухскоростной пучок со 
скоростями 1υ  и 2υ  парциальных пучков, направляемый в область 
взаимодействия мультигармонического ДСЛСЭ-клистрона, в процессе 
движения встречает первой секцию модуляции I (область резонансного или 
нерезонансного модулятора), затем последовательно проходит активную II и 
пассивную III части и пролетной секции. Физические процессы в пролетной 
секции качественно описаны далее в подразделе 2.3.4. Потом пучок 
направляется в оконечную секцию IV. Количество вариантов схем, 
различающихся комбинациями секций, может быть достаточно большим, 
тогда как разнообразие различных их теоретических моделей оказывается 
гораздо меньшим. Это обстоятельство дает возможность рассматривать 
обобщенную теоретическую модель, представленную на рис. 2.10, как 
охватывающую, если и не все, то хотя бы большинство схемных вариантов 
мультигармонических ДСЛСЭ. 
 
 
Рис. 2.10. Обобщенная теоретическая модель ДСЛСЭ-клистрона для 
устройств, проиллюстрированных на рис. 2.6–2.9  
 
2.3.3. Секция модуляции электронного пучка  
 
Рассмотрим конструкционные особенности секции модуляции 7, 
используемые в мультигармонических ЛСЭ (рис. 2.6–2.9). При этом будем 
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иметь в виду, что такие секции могут использоваться как в ДСЛСЭ, так и в 
плазменно-пучковых СЛСЭ, активных клистронах [13, 46] и т.д.  
Основное назначение секций модуляции – модуляция электронного 
пучка. Как отмечалось выше, в супергетеродинных ЛСЭ-клистронах 
возможно использование двух принципиально разных классов модуляторов 
электронного пучка: резонансных и нерезонансных. К резонансным 
модуляторам относят всю совокупность возможных конструкционных 
решений, построенных на принципах резонансного взаимодействия входного 
электромагнитного сигнала с релятивистским электронным пучком.  
Пример схемы резонансного модулятора представлен на рис. 2.11. 
Рассматриваем, как более общую, модель мультигармонического 
модулятора. Здесь мультигармонический электромагнитный сигнал 1 
(с частотным спектром n1w1, n1k1) поступает в объем мультигармонического 
 
 
Рис. 2.11. Схема резонансного модулятора электронного пучка 
 
ондулятора 3. Сюда также подают первоначально немодулированный 
электронный пучок 2, который в общем случае может быть как 
двухскоростным, так и односкоростным. Параметры системы выбираем 
таким образом, чтобы в рабочей области модулятора имели место 
параметрические резонансные взаимодействия гармоник пучка, модулятора и 
волн ВПЗ. В результате этого возникает множество трехволновых 
параметрических резонансов между соответствующими гармониками волн, и 
в пучке генерируется мультигармоническая волна ВПЗ 4, характеризуемая 
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частотным спектром n3w3, n3k3. Далее, модулированный электронный пучок 
поступает в пролетную секцию, а электромагнитный сигнал, основное 
предназначение которого модулирование электронного пучка, поглощается 
системой 5. 
В общем случае различные конструкционные модификации 
резонансных модуляторов могут также различаться структурой электронного 
пучка, типом используемого поля накачки в ондуляторе и т.д. В отношении 
структуры пучков можно сказать, что чаще всего предлагается 
использование как односкоростных, так и двухскоростных прямолинейных 
пучков. Что касается конструкционных вариантов исполнения ондулятора 3 
на рис. 2.11, то тут возможно достаточно большое разнообразие. Могут быть 
магнитные (Н-убитронные) ондуляторы [7–16], ондуляторы со скрещенными 
магнитным и электрическими полями (ЕН-ондуляторы) [13-15], ондуляторы 
на базе интенсивных электромагнитных волн (доплертронные системы) [7–
16] и т.д. Причем, все эти варианты могут иметь как квазигармоническое, так 
и существенно мультигармоническое исполнение. Один из примеров такой 
мультигармонической накачки ЛСЭ приведен далее на рис. 2.14.  
В случае нерезонансных ондуляторов используется несколько иной 
принцип возбуждения ВПЗ. Известно, что при любых периодических 
возмущениях скоростей электронов пучка в нем возбуждаются собственные 
волны, в том числе и интересующие нас продольные. Реальная 
эффективность такого преобразования «электромагнитная волна сигнала – 
ВПЗ», по сравнению с резонансным случаем, является относительно 
невысокой. Однако на практике данное обстоятельство далеко не всегда 
играет определяющую роль. Например, в моделях СЛСЭ-клистронов с 
высоким усилением ВПЗ в пролетной секции (например, за счет 
двухпотоковой или плазменно-пучковой неустойчивостей) использование 
нерезонансных модуляторов является технологически предпочтительнее. 
Прежде всего, потому, что такие системы всегда являются конструкционно 
намного более простыми, чем их резонансные аналоги.  
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Рис. 2.12. Схема оптического (квазиоптического) нерезонансного модулятора 
электронного пучка 
 
Пример конструкции такого типа оптического (квазиоптического) 
нерезонансного модулятора электронного пучка приведен на рис. 2.12. Здесь 
электронный пучок 1 входит в область взаимодействия резонатора 2, в объеме 
которого возбуждено поле мультигармонического кластерного сигнала с 
частотным спектром n1w1, n1k1. Модуляция пучка происходит под действием 
продольной компоненты этого поля. Промодулированный пучок 3 далее 
направляют в пролетную секцию. 
 
2.3.4. Пролетные секции 
 
В общем случае, пролетная секция 2 супергетеродинного ЛСЭ 
клистронного типа, может содержать как активную 3, так и пассивную 4 
части (рис. 2.13). При этом под активной частью пролетной секции понимаем 
ее область, которая предназначена для формирования мультигармонической 
ВПЗ. Пассивная часть пролетной секции готовит пучок к преобразованию, 
трансформации энергии ВПЗ в электромагнитную волну. Отметим, что 
механизмы управляющие процессами как в активной, так и в пассивной 
частях могут быть сходными. 
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Рис. 2.13. Блок схема пролетной секции 
 
Анализ показывает, что наиболее перспективными с технологической 
точки зрения являются варианты, в которых активная часть выполнена та 
базе двухпотоковой [46–36, 50, 51, 55, 79–82], плазменно-пучковой [43–
45, 70, 71], а также параметрических электронно-волновых систем (включая 
системы с продольным электрическим ондулятором накачки) 
[24, 27, 38-40, 206]. 
В активной части пролетной секции происходит одновременно два 
ключевых физических процесса. Первый из них – усиление электронных 
гармоник волн ВПЗ пучка 1 и, тем самым, формирование 
мультигармонического спектра ВПЗ. Второй – это процесс придания спектру 
мультигармонической ВПЗ оптимальной формы. Последнее осуществляется 
за счет дополнительного генерирования (усиления) высших гармоник ВПЗ. 
Следует отметить, что в случае использования квазигармонических (т.е., 
одночастотных) модуляторов (как, например, в модели, исследовавшейся в 
работах [51, 37, 55, 81]) оба процесса физически оказываются явно 
различимыми. В случае же использования «исходно мультигармонических» 
модуляторов (например, таких как. 2.11 и 2.12) второй из эффектов 
оказывается как бы «замазанным» эффектом мультигармонического 
усиления, хотя, в действительности, наблюдаемое усиление гармоник при 
этом, в значительной мере, является всего лишь одним из аспектов самого 
процесса их генерации.  
Пассивная часть пролетной секции 4 может быть выполнена в форме 
системы магнитной компрессии (декомпрессии) или как промежуточный 
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ускорительный блок для электронного пучка 1. Технологический смысл 
введения в конструкцию пассивной части пролетной секции состоит, прежде 
всего, в достижении оптимальной конфигурации выходного пучка 5 перед 
его вводом в следующую (оконечную) ЛСЭ-секцию. В последней, как уже 
говорилось, происходит трансформация электронно-волновых (пучковых) 
кластеров в электромагнитные кластеры сигнала. Дело в том, что условия 
оптимума для реализации, например, двухпотоковой или плазменно-
пучковой неустойчивостей, как правило, заметно отличаются от 
оптимальных условий работы следующей оконечной ЛСЭ-секции. 
Соответственно, в общем случае, в системах без такой пассивной части 
нередко имеем конструкционное противоречие в оптимальных настройках 
пролетной и оконечной секций. Введение пассивной части, таким образом, 
позволяет снять такого типа противоречия. 
Из разнообразия вариантов возможных конструкционных решений 
активных частей секции 3, позволяющих управлять формированием 
спектром волн ВПЗ, можно выделить три наиболее интересные в прикладном 
отношении. В системах первого типа предусмотрена возможность изменения 
параметров пучка, таких например, как его плазменная частота, параметров 
волн, присутствующих в рабочем объеме (например, коэффициента 
замедления необыкновенной волны накачки в плазменно-пучковых системах 
[41]) и т.д. Технологически это достигается за счет компрессии (или 
декомпрессии) пучка при его движении в фокусирующем магнитном поле. В 
физическом плане такая ситуация реализуется, например, при использовании 
для усиления продольных волн эффектов плазменно-пучковой, 
двухпотоковой, продольной параметрической (в том числе, с применением 
продольного электрического ондулятора накачки) и других подобных 
неустойчивостей. При этом, как уже отмечалось, параметры пучка в пределах 
активной части пролетной секции подбираются оптимальными для 
механизмов формирования ВПЗ-кластеров, тогда как в пределах пассивной 
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части, как уже говорилось, происходит перенастройка этих параметров на 
оптимум для оконечной ЛСЭ-секции. 
В системах второго типа, кроме того, предусмотрено изменение 
энергии пучка, что достигается путем его ускорения или замедления. Дело в 
том, что инкременты нарастания выше упомянутых продольных 
неустойчивостей, как правило, оказываются гораздо более чувствительными 
к степени релятивизма электронного пучка, чем традиционный продольно-
поперечный параметрический ЛСЭ-механизм. Как результат, в ряде 
практически важных случаев, возникает достаточно жесткое 
конструкционное ограничение на энергию пучка в области пролетной 
секции. В то же время, функционально подобные критерии для оконечной 
ЛСЭ-секции требуют использование гораздо более релятивистских пучков. 
Введение промежуточного ускорения позволяет существенно смягчить 
описанный конфликт требований. А именно, возникает технологическая 
возможность производить основные процедуры по формированию ВПЗ-
кластеров на относительно низких (единицы МэВ) уровнях энергии пучка, 
тогда как процедуры энергоотбора и формирования электромагнитных 
кластеров осуществлять при более высоких энергиях. 
И, наконец, конструкционные варианты третьего типа характеризуются 
одновременным применением обоих выше описанных технологических 
приемов, т.е. одновременным изменением таких параметров как, например, 
плазменная частота пучка и его энергии. Такие ситуации возникают, 
например, в двухпотоковых ЛСЭ-клистронах, когда в процессе ускорения 
целесообразно одновременно продолжить и процесс двухпотокового 
усиления продольных ВПЗ пучка.  
 
2.3.5. Системы накачки оконечной секции мультигармонического ЛСЭ 
 
Как показывает анализ, одной из ключевых технологических проблем 
техники ультракоротких ЛСЭ является практическая реализация 
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мультигармонической (кластерной) накачки. По аналогии с традиционными 
параметрическими ЛСЭ здесь, в принципе, возможно создание различных 
конструкционных вариантов. Это Н-убитронные, скрещенные 
ЕН-убитронные, доплертронные и т.д. мультигармонические версии хорошо 
известных технике ЛСЭ систем накачки [7–16]. Пример такого типа 
проиллюстрирован на рис. 2.14.  
 
 
Рис. 2.14. Конструкция мультигармонического (кластерного) магнитного 
ондулятора 
 
Здесь представлен вариант мультигармонической Н-убитронной 
накачки, реализована идея периодически-реверсивной последовательности 
мультигармонических магнитных полей. Такие мультигармонические 
магнитные поля образуются в зазорах между очень узкими (по сравнению с 
периодом ондуляции l2) магнитными наконечниками 1, конструкционно 
соединенных с магнитными полюсами 2 (рис. 2.14). Очевидно, что, разлагая 
в ряд Фурье величину индукции магнитного поля 2B  такой накачки, 
нетрудно получить достаточно ярко выраженный мультигармонических 
спектр по волновым числам k2 = 2p/l2. При этом характерной физической 
особенностью сформированной таким образом волны является ее статичный 
характер.  
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Имеется еще один фактор способствующий формированию 
мультигармонического электромагнитного сигнала с помощью 
Н-убитронного поля накачки. Известно, что с повышением индукции 
магнитного поля накачки 2B  отношение скорости поперечного движения 
электронов ^u  к их продольной скорости zu  повышается [7, 285, 286] 
 
 ( ) 222 /1 ca zw
z
u+u-=
u
u
^
^ , (2.3) 
 
где 
2
2
2||
kcm
Bea
e
w =  – коэффициент ондуляторности.  
Когда коэффициент ондуляторности будет превышать единицу (в этом 
случае ондуляторы называют вигглерами), то, как это следует из (2.3), 
скорость поперечного движения электронов будет релятивистской, и спектр 
излучения электромагнитных волн такими электронами будет содержать 
много гармоник [7, 285, 286]. Таким образом, используя режимы работы, 
когда 1>wa , появляется возможность формировать мультигармонический 
спектр выходных электромагнитных волн, а значит и создавать волну с 
ультракороткими кластерами электромагнитного поля.  
 
2.4. Исходные уравнения для описания мультигармонических 
процессов в СЛСЭ 
 
2.4.1. О теоретических моделях  
 
Прежде чем приступить к построению нелинейных теорий 
мультигармонических процессов в супергетеродинных ЛСЭ, сделаем 
несколько замечаний методического характера. 
Прежде всего заметим, что в теории ЛСЭ [7–16, 88, 185, 186, 202, 285] 
известно два принципиально отличных типа теоретических моделей. Модели 
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первого типа условно назовем «точными». Их наиболее характерной 
особенностью является достижение максимально возможного для 
существующего уровня развития теории уровня соответствия построенных 
теоретических моделей с изучаемыми экспериментальными системами. 
Очевидно, что, являясь наиболее точными, они автоматически оказываются и 
наиболее сложными и узко применимыми на практике. То есть данная 
теоретическая модель пригодна для приемлемого количественного описания 
конкретных конструкций ЛСЭ, содержащие конкретные конструкционные 
решения для систем накачки, электродинамических систем сигнала, 
электронных трактов для транспортировки электронного пучка и т.д. Как 
яркий пример такого рода здесь можно привести теоретические модели 
однопотоковых ЛСЭ с магнитоондуляторной накачкой [12, 202]. 
Достоинством таких «точных» моделей является возможность учета 
большого количества мелких физических и конструкционных деталей, 
обуславливающих например, многомодовость пучковых и электромагнитных 
волновых процессов в области взаимодействия ЛСЭ вполне конкретной 
геометрии и т.д. Однако, их недостатки оказываются продолжением их 
достоинств. Такие сложнейшие и очень информативные модели оказываются 
наиболее эффективными в ситуациях, когда предпроектный анализ уже 
произведен, оптимальное конструкционное решение выбрано. И задача 
теоретического анализа в данном случае, состоит, прежде всего, в том, чтобы 
максимально точно отработать все ключевые физико-технологические 
элементы выбранного проектного решения путем численно-аналитического 
моделирования всего происходящего в системе. Следует подчеркнуть, при 
этом, что эксперименты в области техники ЛСЭ всегда имеют большую 
стоимость, и возможные ошибки при проектировании обходятся 
впоследствии очень дорого. В этом и состоит практическая важность 
обсуждаемого здесь типа моделей. 
Но как поступать в тех случаях, когда ставится задача проведения 
именно предпроектного анализа? Когда, прежде чем приступить к 
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вышеописанному «точному анализу», необходимо предварительно хотя бы 
приближенно оценить перспективность того или другого конструкционного 
решения из довольно длинного списка возможных моделей и выбрать такую, 
которую потом будем считать оптимальной? Очевидно, что сделать это с 
помощью «точных» моделей практически нереально, поскольку каждая из 
них, как говорилось, очень сложна и узко специализирована. А число 
возможных конструкционных решений, которые следует оценить, как 
отмечалось, слишком велико. Как результат объем необходимой работы на 
таком пути становится нереально большим. К тому же, значительное 
количество подробной информации, которая может быть при этом получена, 
на практике оказывается избыточной. Действительно, зачем нам, скажем, 
информация о деталях модовой структуры электромагнитного поля в области 
взаимодействия, когда у нас вообще нет уверенности в том, что та или иная 
конструкция вообще способна функционировать, если исходить из базовых 
физических принципов? В таких ситуациях на первый план выступают хотя и 
несколько «грубые», однако, в значительной мере гораздо более 
универсальные модели. То есть, необходимые базовые характеристики при 
этом можно получить заметно более простым путем, а лишь затем уже 
уточнять их физико-технологические особенности выбранного проектного 
решения с помощью использования более точных моделей. 
Заметим, однако, что именно такого типа многовариантные задачи и 
были поставлены выше в этой главе диссертации. Суть каждой такой задачи 
состоит в том, чтобы произвести приближенную количественную и 
качественную оценку целой различных вариантов конструкционных схем 
супергетеродинных ЛСЭ. В рамках такого анализа надлежит, прежде всего, 
выяснить, когда и при каких условиях использование тех или иных 
конструкционных схем окажется целесообразным или даже оптимальным с 
точки зрения критериев, сформулированных техническим заданием. Такими 
критериями могут, например, быть мгновенная мощность выходного 
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ультракороткого кластера, средняя мощность генерируемой кластерной 
волны, электронный КПД, габариты и т.д.  
 
2.4.2. Модель электронного пучка 
 
Следуя выше изложенной логике, далее произведем обоснование 
приближенной, но достаточно универсальной модели электронного пучка. 
При этом будем иметь в виду, что такая модель должна позволять проводить 
анализ мультигармонических процессов в СЛСЭ, в которых участвуют 
десятки и сотни гармоник волн пространственного заряда.  
Реальные пучки являются поперечно ограниченными. Известно, что 
для поперечно ограниченных систем дисперсионные свойства пучковых волн 
зависят не только от собственных характеристик пучка (плотность, 
скорость), но от его геометрии и внешнего окружения 
[13, 85, 87, 88, 89, 96, 287]. Такое влияние на дисперсионные свойства 
продольных волн ВПЗ можно достаточно легко учесть, заменив плазменную 
частоту в дисперсионных соотношениях поперечно-неограниченных пучков 
на, так называемую, редуцированную плазменную частоту 
[13, 85, 87, 88, 89, 96, 287], которая зависит от поперечных геометрических 
размеров пучка. Таким образом, поперечная ограниченность принципиально 
не влияет на характер дисперсионных соотношений продольных волн ВПЗ. 
Также следует отметить, что из анализа выражений для редуцированной 
плазменной частоты следует, что если поперечные размеры пучка много 
больше длин волн, распространяющихся в исследуемой системе, то 
редуцированная плазменная частота совпадает с плазменной и фактором 
поперечной ограниченности пучков можно пренебречь 
[13, 85, 87, 88, 89, 96, 287]. В диссертационной работе будем изучать 
нелинейные процессы в сильноточных электронных пучках, диаметр 
которых ~0,5 см. Максимальная длина волны при этом не будет превышать 
1–0,1 мм. Как видим, поперечные размеры пучков в таких моделях 
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существенно превышают длины волн, которые распространяются в системе. 
Поэтому электронные пучки в таких моделях будем считать поперечно 
неограниченными. 
В супергетеродинных ЛСЭ используются сильноточные электронные 
пучки. Это значит, что на движение таких пучков значительное влияние 
оказывает их собственный статический пространственный заряд. Его влияние 
проявляется в виде кулоновского взаимодействия, которое приводит к 
расширению поперечного сечения пучка и изменению потенциала внутри 
пучка, уменьшающего продольную скорость электронов 
[13, 85, 87, 88, 89, 96, 287-294]. Для компенсации этих явлений используют 
различные способы, например, фокусирующие магнитные поля, в некоторых 
случаях поле электронных пучков частично нейтрализуется ионами, 
образующимися при столкновениях электронов пучка с остаточным газом 
малой плотности, и т.д. В представленной диссертационной работе проблемы 
транспортировки электронных пучков рассматриваться не будем. Будем 
считать, что собственные статические поля электронных пучков в 
рассматриваемых ЛСЭ компенсированы тем или иным способом. О таких 
электронных пучках говорят, что они являются зарядово-
компенсированными.  
Известно, что если размер неоднородности переменного поля 
существенно больше дебаевского радиуса экранирования, то тепловым 
движением частиц плазмы (и электронов в электронных пучках) можно 
пренебречь [7, 13, 15, 88, 185, 292–294]. Это условие пренебрежения 
тепловым движением электронов можно преобразовать и записать в виде 
[88, 185, 293] 
 
 phT u<<u , (2.4) 
 
где Tu  – тепловая скорость электронов; 
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phu  – фазовая скорость распространения волн. 
Для электронных пучков, используемых СЛСЭ, температура, как правило, не 
превышает 10 4 К, а тепловая скорость – 6×10 5 м/с [7, 13, 15, 88, 292–294]. 
Фазовые же скорости волн при этом близки к скорости света 8103~ ×c  м/с. 
Поэтому условие (2.4) ( 3102/ -×»uu phT ) выполняется с хорошей точностью. 
Поэтому в исследуемых моделях СЛСЭ тепловым разбросом электронов 
будем пренебрегать.  
Будем также считать, что как в электронных пучках, так и в плазменно-
пучковых системах, которые будут рассматриваться в работе, 
столкновениями частиц можно пренебречь. Такое приближение можно 
применить для описания процессов, протекающих за времена, меньшие 
времени свободного пробега частиц (время между двумя столкновениями) 
[7, 13, 15, 88, 185, 292, 93]. Это значит, что частота исследуемых волн w  
должна превышать частоту столкновений n :  
 
 n>>w . (2.5) 
 
Для анализа неравенства (2.5) применительно к типичным задачам 
сильноточной релятивистской электроники (к которым относится и СЛСЭ), 
следует оценить частоты разного типа столкновений. Такой анализ, 
проведенный, например, в [88, 185, 292, 93], показывает, как электронные 
пучки, так и плазменные системы, используемые в сильноточной 
релятивистской плазменной электронике, можно считать 
бесстолкновительными.  
В исследуемых в диссертационной работе супергетеродинных ЛСЭ 
используется двухскоростной электронный пучок двух типов. В 
двухпотоковых СЛСЭ двухскоростной электронный пучок состоит из двух 
парциальных взаимопроникающих пучков с близкими скоростями. Если 
обозначить парциальные скорости пучков через 1υ  и 2υ , то условие близости 
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скоростей будет иметь следующий вид: |||,||| 2121 υυυυ <<- . В плазменно-
пучковых СЛСЭ электронный пучок пронизывает неподвижную плазму. В 
этом случае скорость электронов пучка намного больше скорости электронов 
плазмы |||| 21 υυ << . Так как масса положительно заряженных ионов плазмы 
намного больше массы электронов, то их скорости, смещения оказываются 
гораздо меньше аналогичных величин электронов плазмы. Поэтому при 
рассмотрении плазменных колебаний и колебаний других типов ионным 
вкладом будем пренебрегать, считая ионы неподвижными. Такой подход 
очень широко используется в плазменной электронике, и получил название 
модель электронной плазмы [13, 87–101].  
 
2.4.3. Исходные уравнения 
 
Для описания нелинейных мультигармонических процессов в 
супергетеродинных ЛСЭ будем использовать релятивистское 
квазигидродинамическое уравнение [13–16] 
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уравнение непрерывности  
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и уравнения Максвелла:  
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В этих уравнениях учтено, что двухскоростной электронный пучок 
движется в вакууме. В этих уравнениях qυ  – вектор скорости электронов 
q -го парциального пучка; n  – частота столкновений электронов; E  – 
напряженность электрического поля; B  – индукция магнитного поля; 
22 /1/1 cqq u-=g  – релятивистский фактор q -го парциального пучка; qn  – 
концентрация электронов соответствующей компоненты пучка; Tu  – 
среднеквадратическая скорость теплового движения электронов; c  – 
скорость света в вакууме; zyx zyx ¶¶+¶¶+¶¶=¶¶ //// eeer , zyx eee ,,  – орты 
соответствующих осей; ee -= , em  – заряд та масса электрона 
соответственно.  
Исходя из анализа, проведенного в подразделе 2.4.2, электронные 
пучки в рассматриваемых моделях супергетеродинных ЛСЭ можно считать 
бесстолкновительными и холодными. Поэтому принимаем, что  
 
 0=n , 0=uT . (2.9) 
 
Система уравнений (2.6)-(2.9) описывает нелинейные процессы в 
исследуемых моделях СЛСЭ. Для получения решений этой системы 
разделим общую самосогласованную задачу на три формально независимых 
этапа. На первом этапе решаем задачу движения (2.6) двухскоростного 
релятивистского электронного пучка в заданных (известных) 
электромагнитных полях (задача движения). На втором этапе ищем решения 
уравнения непрерывности (2.7), полагая, что скорости электронного пучка 
уже известны (задача уравнения непрерывности). И на третьем этапе решаем 
задачу о возбуждении электромагнитных полей (2.8), считая скорости и 
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концентрации известными функциями, зависящими, в том числе, и от полей. 
 
2.5. Модернизация метода усредненных характеристик для задач 
анализа мультигармонических процессов в СЛСЭ 
 
2.5.1. Общие замечания 
 
Для решения системы уравнений (2.6)-(2.9) используем метод 
усредненных характеристик [13–16, 275] и сопряженный с ним метод 
медленно меняющихся амплитуд [13–16, 157, 185, 186, 195, 282, 283]. При 
этом метод усредненных характеристик применим для решения 
релятивистского квазигидродинамического уравнения (2.6) и уравнения 
непрерывности (2.7), а метод медленно меняющихся амплитуд – для 
уравнений Максвелла (2.8). Как уже говорилось выше, решения для 
гидродинамической скорости υ  и концентрации n , полученные в результате 
использования метода усредненных характеристик, имеют вид 
асимптотических рядов по малому параметру x/1 . Благодаря этому 
использование их в уравнениях Максвелла позволяет последние 
преобразовать к стандартному для метода медленно меняющихся амплитуд 
виду [13–16, 157, 282, 283] и получить достаточно легко укороченные 
уравнения для амплитуд электромагнитных полей.  
Как известно [13–15], процедура нахождения решений с помощью 
метода усредненных характеристик состоит из: а) преобразования исходной 
системы нелинейных уравнений к более простой системе усредненных 
уравнений (рис. 1.11, первый этап); б) нахождения решений системы 
усредненных уравнений как функции усредненных величин (рис. 1.11, 
второй этап); в) выполнения обратных преобразований для получения 
решений исходных уравнений через неусредненные величины (рис. 1.11, 
третий этап). При этом решения системы усредненных уравнений как 
функции усредненных величин (рис. 1.11, второй этап) находятся из самой 
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процедуры перехода к усредненной системе уравнений: для осцилляторных 
величин находят аналитические выражения, для постоянных составляющих – 
дифференциальные уравнения.  
С одной стороны, возможность получить аналитические решения 
является положительной стороной метода усредненных характеристик. А с 
другой стороны, когда в параметрических резонансных взаимодействиях 
принимают участие сотни гармоник, и при этом одновременно реализуются 
несколько различных типов взаимодействий, такое преимущество 
превращается в недостаток. При этом также нужно учесть, что сначала 
нужно аналитически провести прямые преобразования (1.13)–(1.23), а затем 
провести аналитически обратные преобразования (1.27)–(1.28). Поэтому 
возникает необходимость перехода от ряда аналитических процедур к таким, 
которые можно было бы реализовать в виде компьютерных программ. 
Следует также учесть, что решения для скорости и концентрации, 
получающиеся в результате использования метода усредненных 
характеристик, далее используются в уравнениях Максвелла, которые 
решаем с помощью метода медленно меняющихся амплитуд. При этом нас 
интересуют решения для скорости и концентрации как функции 
неусредненных быстрых фаз, поскольку метод медленно меняющихся 
амплитуд используется для получения уравнений для амплитуд полей при 
неусредненных Эйлеровых быстрых фазах. Таким образом, возникает задача 
для систем с одним уровнем иерархии в объединении процедуры прямого 
(1.13)–(1.23) и обратного преобразования (1.27)–(1.28) в одну процедуру, 
которая позволяла бы получать скорости и концентрации электронных 
пучков как функции неусредненных быстрых фаз, и при этом ее алгоритм 
было бы легко реализовать в виде компьютерной программы. 
Перед тем как перейти к решению выше поставленной задачи, заметим, 
что усредненные медленные переменные, например, постоянная 
составляющая скорости, постоянная составляющая концентрации и т.д., 
могут и должны использоваться в укороченных уравнениях для амплитуд. 
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Поэтому уравнения для амплитуд полей должны быть дополнены 
уравнениями для медленных переменных. 
Для того чтобы получить усредненные уравнения как функции 
неусредненных быстрых фаз, в соотношения (1.13)–(1.23) подставим 
обратное преобразование для быстрой фазы (1.28). В результате довольно 
громоздких преобразований придем к искомому алгоритму 
асимптотического интегрирования. Изложим этот алгоритм сначала для 
случая одной быстрой фазы, а затем обобщим его на случай многих быстрых 
фаз.  
 
2.5.2. Случай одной быстрой фазы 
 
Учтем, что для решаемых в диссертационной работе задач, система 
исходных уравнений может быть записана в более простой по сравнению с 
(1.12) форме:  
 
 ( )y
x
= ,1 xXx
dt
d ,  ( )xW=y
dt
d . (2.10) 
 
Для перехода к усредненным медленным переменным используем 
замену Крылова-Боголюбова в модернизированной по сравнению с (1.13) 
форме  
 
 ( )å
¥
=
y
x
+=
1
)( ,1
n
n
n xuxx .  (2.11) 
 
Как видим, в (2.11) в отличие от (1.13) быстрая фаза остается неусредненной. 
Как и прежде функции )(nu  подбираем таким образом, чтобы правые части 
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усредненных уравнений для медленных переменных не зависели от быстрых 
фаз 
 
 ( )å
¥
= x
=
1
)(1
n
n
ndt
d xAx .  (2.12) 
 
Функции )(nu  и )(nA , которые входят в (2.11)–(2.12), находим из 
следующих соотношений 
 
 ( )y= ,)()( xgA nn , (2.13) 
 å
+=
¹-=
y
W
=
Nm
mNm
n
mn im
im0,
)(
)( )exp(
)(x
gu .  (2.14) 
 
В уравнениях (2.13)–(2.14) использованы обозначения  
 
 ( ) ò
p
y-
y
y
p
=y=
2
0
)()()(
2
1, de imn
m
nn
m gxgg , y×= 0
)()( nn gg . (2.15) 
 
Выражения для )()( , nn uA  определяются через )(ng , которые связаны с 
функциями ( )y,xX , ( )xW  исходной системы уравнений (2.10) следующим 
образом:  
 
 ),(1)1( y
x
= xXg , (2.16) 
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  (2.18) 
Напомним, что в соотношениях (2.11)–(2.18) x , )(nu  и )(nA  – векторы с 
компонентами )( jx , ),( jnu  и ),( jnA  соответственно, X  – вектор-функция, а  W  
– скалярная функция. 
Таким образом, алгоритм (2.11), (2.13), (2.14), (2.16)–(2.18) решает 
поставленную выше задачу. Легко убедиться, что эти соотношения гораздо 
проще по сравнению с немодернизированными (1.13)–(1.23), (1.27), (1.28).   
 
2.5.3. Случай нескольких быстрых фаз 
 
Обобщим полученный алгоритм случай нескольких быстрых фаз. В 
этом случае { }k1 yyy= ...,, ,2ψ  – вектор быстрых фаз, )(xΩ  – вектор-функция 
медленных переменных. Тогда исходная система запишется в виде  
 
 ( )ψxXx ,1
x
=
dt
d ,  ( )xΩψ =
dt
d .  (2.19) 
 
Для перехода к усредненным медленным переменным используем 
замену Крылова-Боголюбова, зависящую от вектора быстрых фаз 
 
 ( )å
¥
= x
+=
1
)( ,1
n
n
n ψxuxx ,  (2.20) 
 
Функции )(nu  подбираем таким образом, чтобы правые части усредненных 
уравнений для медленных переменных не зависели от быстрых  
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 ( )å
¥
= x
=
1
)(1
n
n
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Алгоритм нахождения )(nu  и )(nA , которые входят в (2.20)–(2.21), 
изменяется. Осцилляторные компоненты (2.20) находятся из соотношения 
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n mmi
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)...(exp(
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при условии, чтобы ни один из знаменателей (2.22) не обращался в нуль.  
Случаи, когда знаменатели в (2.22) равны нулю 
 
 0...11 =W++W k kmm , (2.23) 
 
называют комбинационными резонансами [13–16, 278–281]. Это значит, что 
осцилляторные слагаемые в (2.22) определяются нерезонансными 
компонентами )(ng . 
Функция )(nA , в отличие от аналогичной формулы (2.13), определяется 
как средним значением )(ng , так и компонентами )(ng , связанными с 
комбинационными резонансами  
 
 
0...
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)(
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В уравнениях (2.22) и (2.24) использовали обозначения 
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99 
Функции )(ng , через которые определяются )(nu  и )(nA  в (2.22) и (2.24), 
имеют следующий вид:  
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= xXg , (2.26) 
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  (2.28) 
Таким образом, наличие нескольких быстрых фаз качественно меняет 
процедуру асимптотического интегрирования – возникает необходимость 
учета комбинационных резонансов. С точки зрения математической 
процедуры, учет комбинационных резонансов состоит в разделении )( ,...,1
n
mm k
g  
на резонансные компоненты, для которых выполняется условие (2.23), и 
нерезонансные, для которых это условие не выполняется. Так как частоты 
sW , зависящие от медленных переменных x , с течением времени меняются, 
то в процессе интегрирования мы постоянно должны проверять условие 
(2.23). Такая проверка с точки зрения компьютерного моделирования 
сводится к проверке неравенства  
 
 x£W++W k /1...11 kmm . (2.29) 
 
Так как количество гармоник N , которое учитывается при компьютерном 
моделировании, ограничено ( Nms £ ), то компьютерная проверка условия 
(2.29) является несложной задачей.  
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Также следует учитывать, что исходя из физических соображений, 
практически все резонансные условия типа (2.23), (2.29) является 
известными. Поэтому целесообразно данную проверку объединить с 
процедурой нахождения )( ,...,1
n
mm k
g  (2.25). Используемые в диссертационной 
работе функции )(ng , как правило, формируются величинами, имеющими вид 
рядов Фурье с медленно меняющимися амплитудами. Поэтому численное 
нахождение )( ,...,1
n
mm k
g  – амплитуд при соответствующих комбинационных 
фазах, по сути, сводится к анализу резонансных условий и формированию 
)(
,...,1
n
mm k
g  как функции амплитуд величин, которые входят в )(ng .  
Таким образом, алгоритмы, описанные в (2.20), (2.22), (2.24), (2.26)–
(2.28) позволяют решать мультигармонические нелинейные задачи с учетом 
параметрических резонансов разного типа.   
 
2.6. Выводы к разделу 2 
 
1. Предложен метод (метод компрессии) формирования 
ультракоротких кластеров электромагнитного поля, суть которого состоит в 
компрессии первоначально гармонического сигнала. Показано, что этот 
метод основывается на генерации входным сигналом высших гармоник с 
соизмеримыми амплитудами, суперпозиция которых и является 
ультракоротким электромагнитным кластером.  
2. Предложено три вида систем для формирования ультракоротких 
кластеров электромагнитного поля: а) мультигармоническим устройством; 
б) с помощью группы монохроматических источников; в) группой 
мультигармонических источников.  
3. Произведено качественное физико-технологическое обоснование 
возможности создания нового класса устройств – мультигармонических 
лазеров на свободных электронах, основное назначение которых 
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формирование интенсивных электромагнитных волн с широким спектром, в 
том числе, и мощных ультракоротких кластеров электромагнитного поля.  
4. Предложен физический механизм реализации метода компрессии на 
базе двухпотокового СЛСЭ нового типа – мультигармонического ДСЛСЭ. 
Суть реализации такого механизма в мультигармоническом ДСЛСЭ состоит 
в следующем: а) преобразовании на начальном этапе входящего 
электромагнитного сигнала в волну пространственного заряда; б) генерации 
высших гармоник в двухскоростном электронном пучке вследствие 
мультигармонических свойств двухпотоковой неустойчивости (частота 
первой гармоники ВПЗ должна быть намного меньше критической частоты); 
в) преобразовании мультигармонической ВПЗ в мультигармоническую волну 
сигнала, которая является кластером электромагнитного поля.  
5. Предложено четыре схемы мультигармонических ДСЛСЭ: 
1) клистронная модель с резонансным модулятором и монохроматическим 
входным сигналом; 2) клистронная модель с резонансным модулятором и 
мультигармоническим входным сигналом; 3) клистронная модель с 
нерезонансным модулятором и мультигармоническим входным сигналом; 
4) клистронная модель с нерезонансным модулятором и промежуточным 
ускорением электронного пучка. Обсуждены ключевые конструкционные 
особенности технологического исполнения элементной базы данного класса 
систем. 
6. Проведена модернизация метода усредненных характеристик для 
решения задач анализа мультигармонических процессов в 
супергетеродинных ЛСЭ с учетом специфики множественных 
параметрических резонансов. Такая модернизация связана с прямым и 
обратным переходами и направлена на упрощение алгоритма 
асимптотического интегрирования для систем с одним иерархическим 
уровнем. Проведена алгоритмизация нахождения матричных элементов с 
целью перехода от их аналитического нахождения к численному.  
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РАЗДЕЛ 3  
НЕЛИНЕЙНЫЕ МУЛЬТИГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ  
В ДВУХПОТОКОВОМ ЭЛЕКТРОННОМ ПУЧКЕ 
 
В этом разделе рассмотрим физические процессы, происходящих в 
двухпотоковой релятивистской системе, состоящей из двух взаимно 
проникающих электронных пучков, которые имеют разные скорости. Такие 
процессы имеют место в пролетной секции клистронных ДСЛСЭ. 
Дополнительный механизм супергетеродинного усиления, который 
используется в параметрических электронно-волновых СЛСЭ, основывается 
на параметрическом резонансе продольных волн в релятивистском 
двухпотоковом электронном пучке. Также в этом разделе будут рассмотрены 
условия формирования волн ВПЗ с аномальными спектрами, благодаря чему 
становится возможным создание мультигармонических приборов, которые, в 
частности, способны формировать мощные ультракороткие кластеры 
электромагнитного поля.  
Исследования физических процессов в двухскоростных пучках и, в 
частности, двухпотоковой неустойчивости являются далеко не новыми и 
исследуются уже не менее пятидесяти лет [13–16, 85–101, 295–298]. Однако, 
физическая ситуация в исследуемой модели кардинально отличается от того, 
что изучалось ранее. Спецификой реализующихся здесь разновидностей 
трехволновых резонансов является их явно выраженная множественность – 
число взаимодействующих гармоник волн может доходить до сотни и 
больше. Кроме того, гармоники ВПЗ в силу особенностей их дисперсионных 
свойств могут многократно взаимодействовать друг с другом. Понятно, что 
общая картина таких множественных взаимодействий реально оказывается 
достаточно сложной. Основные научные результаты раздела опубликованы в 
работах [33–37, 59–62] 
 
103 
3.1. Модель  
 
Для исследования нелинейных мультигармонических процессов в 
двухскоростном релятивистском электронном пучке рассматриваем 
следующую модель. Двухскоростной электронный пучок, движущийся вдоль 
оси Z , состоит из двух взаимно проникающих парциальных релятивистских 
электронных пучков. Парциальные пучки характеризуются близкими по 
модулю скоростями 1u  и 2u  ( 2121 , uu<<u-u ) и одинаковыми плазменными 
частотами ppp w=w=w 21 . Полагаем, что пучок является достаточно 
широким. Поэтому влиянием границ на процессы взаимодействия волн 
пренебрегаем. Также считаем, что тепловые скорости электронов в 
исследуемом пучке намного меньше фазовых скоростей взаимодействующих 
волн, поэтому тепловым разбросом можем пренебречь. Столкновениями 
электронов друг с другом также пренебрегаем. Исследование статических 
полей в двухскоростном электронном пучке проводить не будем. 
Обоснование такой модели электронного пучка дано в подразделе 2.4.2. 
В двухскоростном электронном пучке распространяются волны 
пространственного заряда, которые в общем случае являются 
мультигармоническими. Тогда для напряженности электрического поля волн 
ВПЗ можем записать 
 
 å
c
c= EE ,   [ ] z
N
m
mm ckipE eE å
=
ccc +=
1
,, ..)exp( . (3.1) 
 
Здесь индексом «c » обозначен тип волны ВПЗ, которая возбуждается в 
плазме двухскоростного электронного пучка, индексом m  – номер 
соответствующей гармоники. В общем случае в двухпотоковой системе 
может возбуждаться семь разных типов волн, которые имеют разные законы 
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дисперсии (табл. 3.1). Поэтому индекс «c » принимает значения от 1 до 7. В 
уравнении (3.1)  
 
 zktp mmm ×-×w= ccc ,,,  (3.2) 
 
– фаза m -й гармоники c -й волны; mm ×w=w cc 1,,  и mk ,c  ее частота и 
действительная часть волнового числа, N – число гармоник, которые 
учитываем при решении задачи.  
В плазме двухскоростного пучка реализуются трехволновые 
параметрические взаимодействия между гармониками волн. Обозначим 
частоты, волновые числа и гармоники волн, участвующих в трехволновом 
параметрическом резонансе волн индексами a, b и g. Тогда условие 
параметрического резонанса можно записать в виде 
 
 ggbbaa =×n+ mmm ppp ,,, , (3.3) 
 
или, учитывая определение фазы (3.2), 
 
 1,1,1, ggbbaa w=w×n+w mmm , (3.4) 
 ggbbaa =×n+ mmm kkk ,,, . (3.5) 
 
При проведении анализа трехволновых параметрических резонансов с 
участием волн a, b и g необходимо выделять физически различные типы 
взаимодействий. Так как волны a, b и g с физической точки зрения являются 
равноправными, то при выделении разных типов взаимодействий может 
возникнуть неоднозначность, связанная с этим свойством: при перестановке 
индексов a, b и g физически ничего не меняется, а математически имеем 
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различные ситуации. Для снятия такой неоднозначности в соотношениях 
(3.3)–(3.5) знаковую функцию n далее примем равной  
 
 n = – 1. (3.6) 
 
Тогда волна a, как следует из уравнения (3.4) будет иметь наибольшую 
частоту, волна g – наименьшую, а волна b – промежуточную. В соответствии 
с этим будем называть волну с наибольшей частотой волной a или 
сигнальной, волну с наименьшей частотой – волной g или накачкой, а волну с 
промежуточной частотой – волной b или холостой. При проведении анализа 
случаи, при которых, например, частота волны a окажется не максимальной, 
будем отбрасывать.  
 
3.2. Типы трехволновых параметрических резонансных 
взаимодействий 
 
Наличие в двухскоростном электронном пучке разных типов волн ВПЗ 
обуславливает множество вариантов взаимодействий их гармоник. Поэтому 
прежде, чем перейти к нелинейному анализу мультигармонических 
процессов в релятивистском двухскоростном электронном пучке выясним, 
какие типы резонансных взаимодействий здесь реализуются, какие волны 
участвуют в таких трехволновых параметрических резонансах. Заметим, для 
однопотоковых систем параметрическое резонансное взаимодействие 
пучковых волн в рамках поперечно-неограниченной модели является 
принципиально невозможным. 
Как известно, типы волн, которые могут распространяться в 
исследуемой системе, определяются решениями дисперсионного уравнения. 
Для волны ВПЗ частотой cw , которая распространяется в двухпотоковом 
релятивистском электронном пучке, приближенные решения дисперсионного 
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уравнения для действительных ck  можно записать в виде [13–16, 86–
88, 96, 97]  
 
 ( ) 23000 1 gu
w
+
ds+u
w
» c
c
c
c
prk . (3.7) 
 
В этом соотношении ( ) 2210 u+u=u , ( ) ( )2121 u+uu-u=d , ( ) 2210 g+g=g , 
sc и rc являются знаковыми функциями, значения которых для различных 
типов волн представлены в табл. 3.1, индекс c  принимает значение от одного 
до семи и соответствует типу продольной волны в рассматриваемой системе. 
В случае, когда частота волны меньше критической частоты  
 
 )/(2 230dgw=w pcr  (3.8) 
 
дисперсионное уравнение имеет комплексные решения для волновых чисел. 
Мнимая составляющая такого комплексного волнового числа G±  
характеризует инкремент двухпотоковой неустойчивости [13–16, 86–
88, 96, 97]. 
Поставим в соответствие каждому типу волны, которая 
характеризуется своим конкретным набором параметров (sc, rc), номер c. 
Соответствующая классификация волн представлена в табл. 3.1.  
Как следует из табл. 3.1, волны, у которых частоты меньше 
критической частоты (wc < wcr), описываются значением знаковой функции 
sc =0 (c = 1, 2, 3). При этом знаковая функция r1 = 0 описывает нарастающую 
волну, 22 -=r  – быструю, а 23 +=r  – медленную ВПЗ. Индекс c = 4, 5, 6 
и 7 характеризует волны, частоты которых превышают критическую частоту 
(wc > wcr). Функция sc = –1 при этом характеризует волны первого пучка 
(r4 =  – 1 – быстрая (c = 4), r5 = + 1 – медленная (c = 5)). Функция sc = +1 
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характеризует волны второго пучка (r6 = – 1 – быстрая (c = 6), r7 = + 1 – 
медленная (c = 7)).  
 
Таблица 3.1 
Типы волн ВПЗ в двухпотоковой системе 
Тип волны (c) sc rc Название волны 
1 0 0 Нарастающая волна (wc < wcr) 
2 0 2-  Быстрая волна (wc < wcr) 
3 0 2+  Медленная волна (wc < wcr) 
4 +1 –1 Быстрая волна первого пучка (wc > wcr) 
5 +1 +1 Медленная волна первого пучка (wc > wcr) 
6 –1 –1 Быстрая волна второго пучка (wc > wcr) 
7 –1 +1 Медленная волна второго пучка (wc > wcr)  
 
Выясним, при каких условиях становится возможным трехволновое 
параметрическое взаимодействие продольных волн в двухпотоковой 
релятивистской электронной системе. Для этого подставим решения 
дисперсионного уравнения (3.7) в условие параметрического резонанса для 
волновых чисел (3.5), учтем (3.6). Далее в полученном соотношении 
исключим 1,ggwm  с помощью (3.4). В результате получим  
 
 
( )( )
23
0
1,1,
1
11 dg
+-ds+w
=
ds+
s-s
w-
ds+
s-s
w bagg
b
bg
bb
a
ag
aa
rrr
mm p . (3.9) 
 
Условия (3.4) и (3.9) определяют все возможные типы параметрических 
резонансных взаимодействий в исследуемой модели. Проведем анализ 
возможных значений знаковых функций cs  и cr  (табл. 3.1), при которых 
выполняются условия (3.9) и (3.4). 
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Сначала рассмотрим возможные трехволновые параметрические 
взаимодействия между волнами, частота которых меньше критической 
(c = 1, 2, 3). Для этих волн sa = sb =sg = 0 и поэтому левая часть равенства 
(3.9) равна нулю. Соотношение (3.9) для таких взаимодействий 
преобразуется в  
 
 0=+- bag rrr . (3.10) 
 
Множественные параметрические взаимодействия между 
гармониками нарастающей волны. В этом случае все взаимодействующие 
волны являются нарастающими (c = 1), а значит sa = sb =sg = 0, 
ra = rb =rg = 0. Напомним, частоты этих волн не превышают критическую 
(wc £ wcr). Очевидно, что в этом случае как условие (3.10), так и (3.9) 
выполняются. Так как волны a, b и g принадлежат одному и тому же типу 
волны (c = 1), то их первые гармоники одинаковые: wa,1 = wb,1 = wg,1 . Тогда 
условие параметрического резонанса для частот (3.4) преобразуется к виду: 
 
 ma – mb = mg .  (3.11) 
 
Таким образом, единственным условием для реализации трехволновых 
резонансов такого типа является условие (3.11), которое может быть 
выполнено для большого множества гармоник. Это значит, что в 
двухпотоковой системе реализуются множественные параметрические 
резонансы между гармониками нарастающей волны.  
Множественные параметрические взаимодействия между 
гармониками волн разного типа. Рассмотрим резонансное взаимодействие 
нарастающей, быстрых и медленных волн, частоты которых не превышают 
критическую. Так как для всех волн wc £ wcr , то знаковые функции s  равны 
нулю sa = sb =sg = 0.  
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Из соотношения (3.10) следует, что здесь возможна реализация трех 
вариантов взаимодействия: 1) взаимодействие нарастающей, быстрой и 
медленной волн; 2) взаимодействие нарастающей и двух быстрых волн; 3) 
взаимодействие нарастающей и двух медленных волн. 
Рассмотрим первый вариант взаимодействия. Исходя из соотношения 
(3.10), находим, что знаковые функции r  могут иметь следующие значения: 
1) 0=ar , 2+=br , 2-=gr ; 2) 0=ar , 2-=br , 2+=gr . Как видим, волна 
с наименьшей частотой может как быстрой (c = 2), так и медленной (c = 3). 
Отметим, что для волн, принимающих участие в резонансных 
взаимодействиях данного типа, условие (3.10), а значит и (3.9), выполняется 
для любых гармоник (выражение (3.10) не зависят от номеров гармоник).  
Рассмотрим условие трехволнового резонанса для частот гармоник 
(3.4). Из него следует, если это условие выполнено, например, для первых 
гармоник 
 
 wa,1 – wb,1 = wg,1 ,  (3.12) 
 
то оно будет выполненным и для любых гармоник с номером m 
(ma = mb = mg = m) 
 
 m wa,1 – m wb,1 = m wg,1 .  (3.13) 
 
Это значит, в системе реализуются множественные параметрические 
резонансы между гармониками волн разного типа.  
Рассмотрим второй вариант: взаимодействие нарастающей и двух 
быстрых волн. Для знаковых функций r , исходя из (3.11), получаем такие 
значения: 1) 2-=ar , 2-=br , 0=gr ; 2) 2-=ar , 0=br , 2-=gr . При 
этом условие трехволнового резонанса для частот (3.4) преобразуется, как и в 
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предыдущем случае, в соотношения (3.12)–(3.13). Таким образом, и такие 
параметрические взаимодействия также имеют множественный характер. 
Рассмотрим третий вариант взаимодействия, в котором участвуют 
нарастающая и две  медленных волны. Из условия (3.11) получаем, что для 
функций r  имеются следующие значения: 1) 2+=ar , 2+=br , 0=gr ; 
2) 2+=ar , 0=br , 2+=gr . При этом условие трехволнового резонанса для 
частот гармоник (3.4) преобразуется, как и в предыдущем случае, в 
соотношения (3.12)–(3.13). Таким образом, и такие параметрические 
взаимодействия также имеют множественный характер. 
Параметрические взаимодействия докритических и закритических 
волн. В этом случае в трехволновом параметрическом резонансе 
взаимодействуют как волны, частоты которых не превышают критическую 
(wc £ wcr), так и волны с частотами превышающими критическую (wc > wcr). 
Из общих соображений следует, что здесь могут быть реализованы две 
группы взаимодействий. Резонансы с участием двух докритических и одной 
закритической волн формируют первую группу. Во вторую группу входят 
резонансные взаимодействия с одной докритической и двумя 
закритическими волнами.  
Сначала рассмотрим первую группу взаимодействий. Полагаем, что в 
трехволновом параметрическом резонансе участвует волна a, для которой 
crw>wc , и волны b и g, для которых crw£wc . В этом случае sg = sb = 0 и 
соотношение (3.9) принимает вид 
 
 
( )
1
2
1, >
s
+-
-=
w
w
a
bagaa rrrm
cr
. (3.14) 
 
При получении соотношения (3.14) учли выражение для критической 
частоты (3.8) и условие 1<<dsc . Путем непосредственной подстановки 
можно убедиться, что условию (3.14) удовлетворяет восемь различных 
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комбинаций знаковых чисел: 1) 2=gr , 2=br , 1-=ar , 1-=sa ; 2) 
2-=gr , 2-=br , 1+=ar , 1+=sa ; 3) 2=gr , 2=br , 1+=ar , 1-=sa ; 4) 
2-=gr , 2-=br , 1-=ar , 1+=sa ; 5) 0=gr , 2=br , 1-=ar , 1-=sa ; 6) 
0=gr , 2-=br , 1+=ar , 1+=sa . 6) 2=gr , 0=br , 1-=ar , 1-=sa ; 8) 
2-=gr , 0=br , 1+=ar , 1+=sa . 
Как известно, нарастающая волна имеет дополнительное усиление за 
счет эффекта двухпотоковой неустойчивости. Поэтому случаи с участием 
нарастающей волны (варианты 5–8) имеют большую практическую ценность. 
Отметим, из-за того что волны b и g имеют частоту меньше критической wcr , 
то и наибольшая частота волны a не может превышать значение 2×wcr.  
Перейдем к рассмотрению второй группы взаимодействий этого типа: 
параметрический резонанс одной докритической и двух закритических волн. 
В этом случае наименьшей частотой обладает докритическая волна g 
( 0=sg ). Условие параметрического резонанса (3.9) с учетом (3.14) 
принимает вид 
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b
bb
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Рассмотрим случай, когда закритические волны принадлежат разным 
пучкам: sa = – sb. Тогда условие (3.15) преобразовывается  
 
 
( )( )
2
1 2
1,1,
d---sw
=w+w gbaabbaa
rrr
mm cr . (3.16) 
 
Чтобы такое взаимодействие было возможным, сумма частот двух 
закритических волн должна превышать crw2 , а значит 
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 ( ) 22>--s gbaa rrr . 
 
Отсюда получаем: 1) 0=sg , 1+=s-=s ba , 2,1,1 =-== gba rrr ; 1) 0=sg , 
1-=s-=s ba , 2,1,1 -=+=-= gba rrr . Подставим параметры 
взаимодействующих волн в (3.16) и получим для частот закритических волн 
условие 
 
 ( )( ) 4,2
2
122 2
1,1, ×w»
d-+w
=w+w bbaa cr
crmm . 
Это значит, что при таком взаимодействии частоты закритических волн a и b 
должны быть близкими к критической.  
Теперь рассмотрим случай, когда обе закритические волны 
принадлежат одному и тому же пучку: sa = sb. Тогда условие (3.15) 
приобретает форму 
 
 
( )( )
2
1
1,
ds+--sw
=w agbaagg
rrr
m cr . (3.17) 
 
Чтобы частота волны g не была равной нулю и не превышала критическую 
частоту должно выполняться условие 
 
 ( ) 20 <--s< gbaa rrr . 
 
Отсюда получаем следующие варианты параметрических резонансных 
взаимодействий: 1) 0=sg , 1+=s=s ba , 2,1,1 =-== gba rrr ; 1) 0=sg , 
1-=s=s ba , 2,1,1 -=+=-= gba rrr . Подставим параметры 
взаимодействующих волн в (3.17) и получим для частоты волны g значение  
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 ( ) ( )22)/(12 230, -dgw=-w»wg pcrm . (3.18) 
 
При этом частота m,bw  может принимать произвольное значение, а частота 
волны a, как это следует из (3.4), равна mmm ,,, gba w+w=w . Это значит, что 
частоты волн a и b могут быть намного больше критической частоты. Этот 
тип взаимодействий с практической точки зрения может быть интересен для 
его использования в устройствах, работающих на высоких частотах crw>>w . 
Характерной особенностью взаимодействия рассматриваемой группы волн 
является то, что одна из частот ( gw ) определяется свойствами системы, имеет 
значение близкое к критической (3.8) и не зависит от частот двух других 
волн, с которыми она находится в резонансе. 
Параметрические взаимодействия закритических волн, у которых 
частота превышает критическую ( crmmm w>www gba ,,, ,, ). Отметим, из 
соотношения (3.9) следует, что трехволновой параметрический резонанс, 
когда все три волны принадлежат одному и тому же пучку ( gba s=s=s ), не 
реализуем. Из оставшихся трех комбинаций знаковых функций s только одна 
удовлетворяет условию максимальности частоты волны a и минимальности 
частоты g (3.4), (3.6). В этом случае  
 
 gba s-=s=s , (3.19) 
 
волна g принадлежит одному пучку, а волны a и b другому. Тогда 
резонансное условие (3.9) приобретает форму 
 
 
( ) ( )
( )230
2
1, 2
1
dg
d-w+-s
=w bagggg
prrrm . (3.20) 
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Для того чтобы выполнялось условие crm w>wgg 1, , необходимо  
 
 ( ) 3+=+-s bagg rrr . (3.21) 
 
Из условия (3.21) находим возможные варианты знаковых функций для 
рассматриваемого случая: 1) 1+=gr , 1-=ar , 1+=br , 1+=sg , 1-=sb , 
1-=sa ; 2) 1-=gr , 1+=ar , 1-=br , 1-=sg , 1+=sb , 1+=sa . Подставляя 
(3.21) в (3.20) получим  
 
 ( ) ( )2302, 2/13 dgd-w=wg pm .  (3.22) 
 
При этом частота m,bw  может принимать произвольное значение, 
превышающее критическое, а частота волны a, как это следует из (3.4), равна 
mmm ,,, gba w+w=w . Это значит, что частоты волн a и b могут быть намного 
больше критической частоты. Этот тип взаимодействий с практической 
точки зрения может быть интересен для его использования в устройствах, 
работающих на высоких частотах crw>>w . Характерной особенностью 
взаимодействия рассматриваемой группы волн является то, что одна из 
частот ( gw ) определяется свойствами системы, имеет значение близкое к 
критической (3.8) и не зависит от частот двух других волн, с которыми она 
находится в резонансе. 
Основные параметры рассмотренных выше типов трехволновых 
параметрических резонансных взаимодействий между волнами a, b, g можно 
представить в виде табл. 3.2. При этом в соответствии с принятой 
классификацией волна с индексом a  имеет наибольшую частоту, волна с 
индексом g  – наименьшую частоту.  
Таким образом, в двухпотоковом релятивистском электронном пучке 
возможна    реализация    16    типов   параметрических  резонансно-волновых  
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Таблица 3.2 
Типы трехволновых параметрических взаимодействий ВПЗ  
в двухпотоковой системе 
Тип  
взаим. 
Тип  
волны a  
Тип  
волны b  
Тип  
волны g  
Примеч. 
1 1 1 1 
Множественные 
взаимодействия 1 
2 1 2 (3) 3 (2) 
3 2 2 (1) 1 (2) 
4 3 3 (1) 1 (3) 
Множественные 
взаимодействия 2 
5 7 3 3 
6 6 3 3 
7 6 3 (1) 1 (3) 
8 5 2 (1) 1 (2) 
9 5 2 2 
10 4 2 2 
11 5 6 3 
12 6 5 2 
13 5 4 3 
14 6 7 2 
Параметрические 
взаимодействия 
докритических и 
закритических волн 
15 5 4 6 
16 6 7 5 
Параметрические 
взаимодействия 
закритических волн 
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взаимодействий продольных волн ВПЗ. Четыре типа таких резонансных 
взаимодействий носят множественный характер.  
 
3.3. Множественные параметрические резонансы 
 
Анализируя результаты, полученные в предыдущем параграфе, следует 
сказать, что множественные параметрические резонансы (тип 
взаимодействий 1–4) имеют несколько характерных особенностей. Первая 
особенность, состоит в том, что условия трехволновых параметрических 
резонансов одновременно выполняются для множества троек волн. Второй 
характерной особенностью является наличие связи между тройками 
взаимодействующих волн через общие волны. Благодаря этому многие 
исходно изолированные тройки волн объединяются в одну большую систему, 
где число одновременно протекающих резонансов может составлять десятки 
и сотни. И третья особенность состоит в том, что на множественные 
параметрически-резонансные взаимодействия, которые обуславливают 
параметрическую неустойчивость, накладывается двухпотоковая 
неустойчивость. В итоге, результат такого наложения оказывается таковым, 
что его, строго говоря, нельзя трактовать ни только через свойства 
двухпотоковой неустойчивости, ни только через свойства параметрического 
резонанса.  
Рассмотрим множественные взаимодействий 1 – 4 типов с точки зрения 
вышеуказанных особенностей, выделим их различия.  
Множественные трехволновые параметрические резонансы между 
гармониками одной и той же волны (тип взаимодействия 1, табл. 3.2) 
обусловлены взаимодействиями между гармониками нарастающей волны, то 
есть гармониками волны одного и того же типа (c = a = b = g = 1, табл. 3.1). 
Как следует из (3.7) для этой волны связь между действительной частью 
волнового числа и частотой является линейной 
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 0/ uw= cck . (3.23) 
 
Это значит, что если для m -й гармоники частота будет mm ×w=w cc 1,,  в 
m  раз больше частоты первой гармоники 1,cw , то и действительная часть 
волнового числа m -й гармоники )( ,, mmk cc w  тоже будет в m  раз больше 
действительной части волнового числа первой гармоники 1,ck : 
 
 1,01,0,,, //)( ccccc =uw=uw=w mkmk mmm . 
 
Таким образом, фаза m -й гармоники (она определяется действительной 
частью волнового числа) 
 
 11,1,, pmkmmkp zzmmm ×=u×-w×=u-w= ccc  
 
в m  раз больше фазы первой гармоники, то есть имеется линейная связь 
между гармониками. Поэтому условия параметрического резонанса 
(3.4)-(3.5) между гармониками нарастающей волны сводятся к виду (3.11): 
ma – mb = mg , где ma , mb , mg  – целые числа. Условие (3.11) реализуется с 
участием огромного количества гармоник, например, 5 – 1 = 4, 3 – 2 = 1 и так 
далее. Поэтому о создавшейся ситуации говорим как о такой, в которой 
реализуются множественные резонансы.  
Таким образом, множественные параметрические резонансы между 
гармониками одной и той же волны (тип взаимодействия 1, табл. 3.2) 
реализуется благодаря линейной дисперсионной зависимости. Следует 
сказать, что такие множественные резонансные взаимодействия будут всегда 
иметь место в системах, которые характеризуются линейными 
дисперсионными зависимостями типа (3.23), например, в плазменно-
пучковых.  
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Характерная особенность такого типа взаимодействия состоит в том, 
что здесь между любыми гармониками имеется непосредственная связь. 
Например, 2 и 20 гармоники участвуют в резонансных взаимодействиях с 18 
и 22 гармониками: 20 – 2 = 18, 22 – 2 = 20.  
В этих взаимодействиях также каждая гармоника усиливается 
благодаря двухпотоковой неустойчивости. Именно поэтому этот тип 
параметрических резонансных взаимодействий является определяющим при 
развитии мультигармонических процессов в двухпотоковой системе. 
Множественные трехволновые параметрические резонансы между 
гармониками волн разного типа (взаимодействия 2–4, табл. 3.2) 
обусловлены взаимодействиями между гармониками волн разных типов: 
нарастающей (c = 1, табл. 3.1), быстрыми (c = 2) и медленными (c = 3) 
волнами. Для взаимодействий такого типа характерным является то, что если 
условие параметрического резонанса для частот первых гармоник является 
выполненным wa,1 – wb,1 = wg,1  (3.12), то оно будет выполненным и для 
любых гармоник: m wa,1 – m wb,1 = m wg,1  (3.13).  
Как было выяснено выше, при этом возможно три варианта 
взаимодействий: 1) взаимодействие нарастающей, быстрой и медленной волн 
(тип взаимодействия 2, табл. 3.2); 2) взаимодействие нарастающей и двух 
быстрых волн (тип взаимодействия 3, табл. 3.2); 3) взаимодействие 
нарастающей и двух медленных волн (тип взаимодействия 4, табл. 3.2). 
В первом из вариантов осуществляется взаимодействие нарастающей, 
быстрой и медленной волн. При этом максимальной частотой обладает 
нарастающая волна и поэтому характеризуется индексом a. На рис. 3.1 
проиллюстрирован этот тип множественных параметрических резонансных 
взаимодействий. Буквами a b и g обозначены дисперсионные кривые 
соответственно нарастающей, быстрой и медленной волн при crw<w . 
Цифрами на каждой кривой обозначены номера гармоник 
взаимодействующих волн. Вектора, проекции которых определяются 
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волновым числом и частотой, характеризуют конкретные волны, 
участвующие в трехволновом параметрическом резонансе.  
 
 
Рис. 3.1. Схема трехволновых взаимодействий 2-го типа 
 
Из рис. 3.1 следует, что связь между различными тройками 
взаимодействующих волн осуществляется только через взаимодействие 
гармоник нарастающей волны. Гармоники медленных и быстрых волн 
непосредственно друг с другом не связаны. Дополнительное усиление за счет 
двухпотоковой неустойчивости испытывает только нарастающая волна. 
Поэтому трехволновые взаимодействия 2-го типа (табл. 3.2) слабее влияют 
на общую динамику волн в двухпотоковом электронном пучке, по сравнению 
с взаимодействиями 1-го типа.  
Во втором варианте множественного взаимодействия (3-й тип 
взаимодействий, табл. 3.2) участвуют гармоника нарастающей (c = 1, 
табл. 3.1) волны и две гармоники быстрой (c = 2) волны. Такое 
взаимодействие проиллюстрировано на рис. 3.2. В этом примере гармоники 
нарастающей волны имеют наименьшую частоту, и поэтому их 
характеризуем индексом g. Одна гармоника быстрой волны характеризуется 
наивысшей (индекс a) и одна промежуточной частотой (индекс b). Как и в 
предыдущем случае вектора, проекции которых определяются волновым 
w  
k  
g  
a  b  
1 
2 
3 
3 
3 
2 
2 
1 
1 
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числом и частотой, характеризуют конкретные волны, участвующие в 
трехволновом параметрическом резонансе. 
Видим (рис. 3.2), связь между различными тройками 
взаимодействующих волн осуществляется, как и в предыдущем варианте, 
только через взаимодействие гармоник нарастающей волны. Дополнительное 
усиление за счет двухпотоковой неустойчивости в этом случае испытывает 
только нарастающая волна. Значит и такие трехволновые взаимодействия, по 
сравнению с первым типом, слабее влияют на общую динамику волн в 
двухпотоковом электронном пучке.  
 
  
Рис. 3.2. Схема трехволновых взаимо-
действий 3-го типа 
Рис. 3.3. Схема трехволновых взаимо-
действий 4-го типа 
 
Анализируя рис. 3.2 видим, что в общем случае частоты первой 
гармоники волны a 1,aw  и второй гармоники волны b 1,2, 2 bb w=w  не 
совпадают. Тем не менее, возможна ситуация, когда такое совпадение будет 
иметь место 1,2,1, 2 bba w=w=w . Отсюда следует, что частота нарастающей 
волны (в данном случае волна g) будет равна 
1,1,1,1,1,1, 2 bbbbag w=w-w=w-w=w . То есть частоты первых гармоник волн b и 
g совпадают. Такой случай легко экспериментально реализуется. Если 
возбуждение волн в двухпотоковом электронном пучке производить с 
помощью нерезонансного модулятора (рис. 2.8, 2.9), то возбуждаются 
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быстрая, медленная и нарастающая волны, имеющие одинаковые частоты. 
Тогда, помимо связи между тройками взаимодействующих волн через 
гармоники нарастающей волны, возникает дополнительная связь между 
тройками гармоник: одна и та же гармоника быстрой волны с частотой 
1,, +ba w=w mm  одновременно участвует в двух соседних трехволновых 
резонансах (m и m + 1).  
В третьем варианте множественного взаимодействия (4-й тип 
взаимодействий, табл. 3.2) резонансные процессы протекают аналогично, как 
и во втором варианте, рассмотренном выше. Схема трехволновых 
взаимодействий этого типа представлена на рис. 3.3. Сравнивая эту схему со 
схемой взаимодействий 3-го типа (рис. 3.2), видим, что они подобны. 
Таким образом, все варианты множественных трехволновых 
резонансных взаимодействий между гармониками волн разного типа 
(взаимодействия 2–4 типа, табл. 3.2) характеризируются резонансными 
условиями (3.12), (3.13). Все взаимодействия 2–4 типа протекают 
одновременно. Связь между тройками взаимодействующих волн 
обеспечивается через гармоники нарастающей волны. Нарастание за счет 
двухпотоковой неустойчивости испытывают только гармоники нарастающей 
волны. Поэтому такие множественные трехволновые взаимодействия  слабее 
влияют на общую динамику волн в двухпотоковом электронном пучке, по 
сравнению с взаимодействиями 1-го типа (табл. 3.2). 
 
3.4. Кубически-нелинейные уравнения для комплексных амплитуд 
волн, участвующих в трехволновых параметрических 
резонансах  
 
Для проведения нелинейного анализа мультигармонических процессов 
в двухпотоковом релятивистском электронном пучке получим систему 
укороченных уравнений для амплитуд волн, участвующих в трехволновых 
параметрических резонансах.  
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Как было выяснено выше, в двухскоростном электронном пучке может 
распространяться семь типов волн ВПЗ (табл. 3.1), каждая из которых имеет 
высшие гармоники. Гармоники этих волн могут принимать участие в 
трехволновых параметрических резонансах различного типа (табл. 3.2). 
Отметим, часть из этих волновых резонансов носит множественный характер 
– резонансные условия выполняются одновременно для большого количества 
троек гармоник, которые связаны между собой общими волнами. Таким 
образом, задача анализа нелинейных мультигармонических процессов в 
такой системе является достаточно сложной. 
Для решения задачи описания динамики волн, участвующих во 
множественных трехволновых параметрических резонансов, используем 
модернизированный метод усредненных характеристик (см. подразд. 2.5), 
сопряженный с методом медленно меняющихся амплитуд [13–
16, 157, 185, 186, 195, 282, 283]. 
В качестве исходных уравнений для численного анализа используем 
релятивистское квазигидродинамическое уравнение (2.6), уравнение 
непрерывности (2.7) и уравнения Максвелла (2.8). Также считаем 
выполненными условия пренебрежения столкновениями и разбросом 
электронов по скоростям (2.9). Учитывая, что в рассматриваемой модели (см. 
подраздел 3.1) все величины зависят только от продольной координаты z и 
времени t, соотношения (2.6)–(2.9) можно записать в виде 
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В этих уравнениях zE  и qzu  – проекции вектора напряженности 
электрического поля волн ВПЗ E  (3.1) и вектора скорости q -го 
парциального электронного пучка qυ  на ость Z , 
2/12 ))/(1( -u-=g cqzq  – 
релятивистский фактор q -го пучка. Остальные величины определены в 
комментариях к формулам (2.6)–(2.8). Электрическое поле zE  в исследуемой 
системе рассматриваем как суперпозицию полей a, b и g волн, участвующих 
в трехволновом параметрическом резонансе  
 
 [ ]å å
gba
c =
ccgba +=++=
,,
1
,, ..)exp(
N
m
mmz ckipEEEEE , (3.27) 
 
фазы mp ,c  определяются соотношением (3.2), резонансные условия – 
(3.3)-(3.6). В расчетах учитываем N гармоник каждого из типов волн.  
Решение системы (3.24)–(3.27), исходя из общих принципов, разбиваем 
на три формально независимых этапа: 1) решения задачи движения (3.24) 
двухскоростного релятивистского электронного пучка в заданных 
электромагнитных полях; 2) нахождение решений уравнения непрерывности 
(3.25), полагая, что скорости электронного пучка уже известны; 3) решения 
задачи о возбуждении электромагнитных полей (3.26), полагая скорости и 
концентрации известными функциями, зависящими, в том числе, и от полей.  
Задачи движения и уравнения непрерывности решаем с помощью 
модернизированного метода усредненных характеристик, задачу о 
возбуждении электромагнитного поля – с помощью метода медленно 
меняющихся амплитуд. При этом учитываем особенности конкретных 
параметрически-резонансных взаимодействий (см. подразд. 3.2 и 3.3).  
Для решения задачи движения преобразуем уравнение (3.24) к 
стандартному виду (2.10). Включим в такую систему уравнения для быстрых 
фаз, используя определения (3.2). Будем считать, что амплитуды волн mE ,c  
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медленно меняются с изменением продольной координаты z. Для описания 
такой зависимости введем медленную продольную координату x=z /z . Так 
как будем решать граничную задачу, то в полученных уравнениях перейдем 
от производной по времени к производной по координате, используя 
известное соотношение для скорости zdzdt u= / . В итоге получим систему в 
стандартом виде 
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Сравним систему (3.28) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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Далее используем описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм 
модернизированного метода усредненных характеристик для случая 
нескольких быстрых фаз. В соответствии с этим алгоритмом переходим к 
усредненным переменным 
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Уравнения для усредненных переменных имеют вид 
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Ограничиваемся третьим приближением по x/1 . Алгоритм нахождения 
)(nu  и )(nA  известен и описан в (2.22)–(2.28). Из этих формул, в частности 
следует: 0)( =z
nu  для любых n; 1)1( =zA , 0
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Детали подобных преобразований описаны в [299]. В результате получаем 
решения как для скорости (3.30), так и для ее постоянной составляющей 
(3.31).  
Решение уравнения непрерывности находим аналогично. 
Преобразовываем уравнение (3.25) к стандартному виду (2.10). Скорость 
считаем известной функцией (3.30), (3.31) от быстрых фаз, постоянной 
составляющей скорости и медленно меняющихся амплитуд электрических 
полей. Включим в такую систему уравнения для быстрых фаз (3.28). В итоге 
получим систему в стандартом виде 
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Сравним систему (3.32) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
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скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNqqNqq ,,1,,,,1,,,,1,, ,...,,,...,,,..., ggbbaa WWWWWW=Ω . (3.33) 
 
Напомним, что скорость здесь считается известной. Далее используем 
описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм модернизированного метода 
усредненных характеристик, переходим к усредненным переменным  
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Уравнения для усредненной концентрации имеют вид 
 
 ( )å
¥
= x
=
1
)(1
n
n
nn
q A
dz
nd
x . (3.35) 
 
Ограничиваемся третьим приближением по x/1 . Используем алгоритм 
нахождения )(nu  и )(nA  (2.22)–(2.28). Из этих формул, в частности, следует: 
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и так далее. Детали подобных преобразований описаны в [299]. В результате 
таких преобразований получаем решения для концентрации (3.34), (3.35).  
Для нахождения решений задачи о возбуждении электромагнитных 
полей полученные выражения для концентрации (3.34) подставляем в 
уравнения Максвелла (3.26). Учитываем, что выражения для концентраций 
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парциальных пучков полученные методом усредненных характеристик, 
имеют вид рядов по малому параметру x/1 . Разлагаем также эти выражения в 
ряды по гармоникам быстрых фаз. Используем, что электрическое поле в 
двухпотоковом электронном пучке является суперпозицией 
мультигармонических ВПЗ разного типа (3.27). В итоге получаем для 
амплитуд напряженности электрического поля нарастающей волны ВПЗ a, 
волн b и g, которые участвуют в параметрическом резонансе, систему 
дифференциальных уравнений в кубически-нелинейном приближении 
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Коэффициенты этого уравнения определяются параметрами системы, 
волновыми числами и частотами соответствующих гармоник, постоянными 
составляющими скорости и концентрации парциальных пучков: 
 
 ÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
guW
w
--=wº å
= c
cccc
2
1
322
,,
2
,
,,, 1),(
q qqzmq
qp
mmm ikkmDD , (3.37) 
 
)(/ ,,,,1 mmm ikDC ccc -¶¶= , 2/)(/ 2,,
2
,,2 mmm ikDC ccc -¶¶= , 
å
= g
g
b
b
a
a
gba
aa
ú
ú
û
ù
ê
ê
ë
é
÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
gu-
W
+
W
+
WguWWW
w
-=
2
1
222
,,
,
,,
,
,,
,
64
,,,,,,
2
,
,,,3 /3
/
q
qqz
mq
m
mq
m
mq
m
qqzmqmqmq
eqp
mm c
kkkme
kC , 
128 
mmmm kCkC ,,,3,,,3 / aabb -= , mmmm kCkC ,,,3,,,3 / aagg -= , mqmq km ,,, )/( ccc -uw=W ,  
å
=
aa
a
aa
a
a
ú
ú
û
ù
ê
ê
ë
é wu
-
gW
uw+
Wug
w
=
2
1
2
1,1,
2
1,,
1,1,
3
1,,
44
1,
2
,
,4
/
3
/2
q
qz
qq
qz
eqqzq
qp
m c
kk
m
e
c
k
C ; 
å
= a
a
ú
ú
û
ù
ê
ê
ë
é
Wug
w
=
2
1
3
1,,
4
1,
6
2
,
,5
q qqzeq
qp
m
k
m
e
c
C ; 2)/(1/1 cqzq u-=g , eqqp men /4
22
, p=w ,  
mp
q
qnm ueF ,
2
1
)3(
,3,
14
c
>
x
<p= å
=
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нелинейные слагаемые, в том числе и связанные с параметрическими 
резонансными взаимодействиями в исследуемой системе. Функции 3)3( , / xqnu  
определяют осцилляторные слагаемые концентрации (3.34) парциальных 
пучков в третьем приближении.  
Выражение (3.37) определяет дисперсионную функцию 
),( ,, mm kmDD ccc wº  m -й гармоники волны типа c . Как правило, эти функции 
для первой гармоники равны нулю (условие «собственности» волны) и 
определяют связь между частотой и волновым числом данного типа волны. 
При этом решения дисперсионных уравнений 0, =c mD  для ck  при crw>wc  
являются действительными, тогда как в случае crw<wc  часть решений этого 
уравнения являются комплексными. При таких условиях, как известно, 
реализуется эффект двухпотоковой неустойчивости. 
Систему уравнений для амплитуд волн (3.36) дополним, исходя из 
(3.31) и (3.35), уравнениями для постоянных составляющих скоростей и 
концентраций парциальных пучков: 
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нелинейные слагаемые, зависят от типа параметрических резонансных 
взаимодействий.  
Таким образом, полученная система уравнений (3.36)–(3.38) описывает 
нелинейные мультигармонические процессы в двухскоростном 
релятивистском пучке, в том числе, и множественные трехволновые 
параметрически-резонансные взаимодействия. Эта система позволяет 
исследовать в кубическом приближении широкий круг нелинейных 
процессов в плазме релятивистского двухскоростного электронного пучка. 
 
3.5. Слабосигнальный анализ трехволновых параметрических 
резонансов 
 
3.5.1. Классификация трехволновых процессов в двухпотоковом 
электронном пучке 
 
Проведем анализ различных типов трехволновых взаимодействий 
(табл. 3.2) с точки зрения законов сохранения энергии и импульсов 
[13, 15, 87–95, 195]. В этом случае условие параметрического резонанса 
(3.3)–(3.6), законы сохранения энергии и импульса принимают вид  
 
 mmm ,,, gba w=w-w ,  constNNN mmm =w±w±w± ggbbaa ,,, , (3.39) 
 mmm kkk ,,, gba =- ,  constNkNkNk mmm =±±± ggbbaa ,,, . (3.40) 
 
В этих соотношениях gba NNN ,,  – количество плазмонов соответствующего 
типа волны в пучке. Также отметим, медленные волны характеризуются 
отрицательной энергией, быстрые – положительной, а нарастающие – 
нулевой [13, 15, 87–95, 195, 196]. Тогда, исходя из конкретных типов волн 
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(табл. 3.1), участвующих в трехволновом взаимодействии, следует выбирать 
знаки во вторых уравнениях (3.39)–(3.40). Рассмотрим наиболее характерные 
случаи трехволновых взаимодействий. 
Для 16-го типа трехволнового взаимодействия (табл. 3.2) индексы 
взаимодействующих волн имеют следующие значения: 5=a , 4=b , 6=g  
(волна a  имеет отрицательную энергию, волны gb,  – положительную). 
Тогда соотношения (3.39)–(3.40) приобретают вид  
 
 mmm ,6,4,5 w=w-w ,  constNNN mmm =w+w+w- 6,64,45,5 , (3.41) 
 mmm kkk ,6,4,5 =- ,  constNkNkNk mmm =++- 6,64,45,5 . (3.42) 
 
Из этой системы уравнений получаем известные соотношения Мэнли-
Роу [300]  
 
 N5 – N4 = const,  N5 – N6 = const,  N6 – N4 = const. (3.43) 
 
О таком процессе говорят как о взрывной неустойчивости [13, 15, 87–
95, 195–201]. Из соотношений (3.43) следует, что в процессе такого 
взаимодействия происходит одновременное усиление всех трех волн.  
Выводы, которые мы получили с помощью соотношений Мэнли-Роу 
(3.43), подтверждает численный анализ системы уравнений (3.36)–(3.38), в 
которых отброшены кубически-нелинейные слагаемые. Используя эту 
систему уравнений, нетрудно найти зависимость амплитуд первых гармоник 
волн aE , bE , gE  для изученного типа взаимодействия от нормированной 
продольной координаты LzT /=  (рис. 3.4). Видим, что, действительно, в 
области координаты 1T  наблюдается неограниченный рост амплитуд всех 
волн. Аналогичная динамика амплитуд наблюдается и для 6, 9, 15 типов 
параметрического взаимодействия (табл. 3.2).  
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Для 13-го типа взаимодействия (рис. 3.5) соотношения Мэнли-Роу 
имеют вид 
 
 N5 – N4 = const,  N5 + N3 = const,  N3 + N4 = const. (3.44) 
 
Из этих соотношений следует, что в процессе такого взаимодействия 
возможно усиление волн 4-го и 5-го типа ( 5,4 =b=a ) за счет уменьшения 
амплитуды волны 3-го типа ( 3=g ). То есть волна 3-го типа выступает как 
источник этого процесса. Такой процесс называют рамановским рассеянием 
с повышением частоты [88] или распадом с повышением частоты [95].  
 
 
Рис. 3.4. Зависимость нормированных амплитуд первых гармоник волн 
0/ EEa , 0/ EEb , 0/ EEg  от нормированной координаты LzT /=  для 
взаимодействий, при которых развивается взрывная неустойчивость (тип 
взаимодействий 6, 9, 15, 16, табл. 3.2) 
 
Используя систему уравнений (3.36)–(3.38), в которых отброшены 
кубически-нелинейные слагаемые, можем получить зависимость амплитуд 
первых гармоник волн aE , bE , gE  для рассмотренного выше типа 
взаимодействия от нормированной продольной координаты LzT /=  
(рис. 3.5). Видим, что усиление волн a  и b  происходит за счет уменьшения 
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волны g . Аналогичная динамика амплитуд наблюдается для 11 – 14 типов 
параметрического взаимодействия (табл. 3.2). 
 
 
Рис. 3.5. Зависимость нормированных амплитуд первых гармоник волн 
0/ EEa , 0/ EEb , 0/ EEg  от нормированной координаты LzT /=  для 
взаимодействий, при которых имеет место рамановское рассеяние с 
повышением частоты (тип взаимодействий 11 – 14, табл. 3.2) 
 
Взаимодействие 5-го типа отличается от выше описанных. Это связано 
с тем, что в данном случае все волны имеют одинаковый знак энергии, 
соотношения Мэнли-Роу принимают вид  
 
 N7 + Nb3 = const,  N7 + Ng3 = const,  Ng3 – Nb3 = const. (3.45) 
 
Из этих соотношений следует, что в процессе такого взаимодействия 
возможно усиление волн g3 и b3 типа за счет уменьшения амплитуды волны 
7-го типа. То есть волна 7-го типа, волна с наиболее высокой частотой, 
выступает как источник этого процесса. Такой процесс называют 
рамановским рассеянием с понижением частоты [88] или распадом с 
понижением частоты [95]. Аналогичная динамика амплитуд наблюдается и 
для 10-го типа взаимодействия (табл. 3.2). 
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Для случая 7-го типа взаимодействия имеется особенность. В 
параметрическом резонансе здесь принимает участие волна 1-го типа 
(нарастающая волна за счет двухпотоковой неустойчивости). Как известно 
[13–16], энергия этой волны равна нулю. Поэтому в этой ситуации 
соотношения Мэнли-Роу принимают вид 
 
 N6 – N3 = const. (3.46) 
 
Это означает, что в этом процессе имеет место усиление всех трех волн. 
Волна типа 1 ( 1=g ) возрастает за счет двухпотоковой неустойчивости, а 
волны типа 6 ( 6=a ) и 3 ( 3=b ) за торможения электронного пучка. 
Динамика волн в данном процессе проиллюстрирована на рис. 3.6. Видим, 
что здесь на начальном этапе развивается двухпотоковая неустойчивость для 
волны g. Также имеет место усиление волн a и b за счет параметрического 
резонанса волн. После того, как амплитуды всех трех волн становятся 
приблизительно одинаковыми, нарастание волны g переходит из 
экспоненциального в неограниченное, которое характерно для взрывной 
неустойчивости. Таким образом, происходит переход двухпотоковой 
неустойчивости во взрывную. Аналогичные процессы происходят и при 8-ом 
типе взаимодействия.  
Для 2-го типа взаимодействия трехволновой процесс с участием 
нарастающей волны происходит иначе. В этом случае соотношения Мэнли-
Роу принимают вид 
 
 N2 + N3 = const. (3.47) 
 
Это означает, что в этом процессе имеет место экспоненциальное нарастание 
волны 1-го типа за счет двухпотоковой неустойчивости. Волна 2-го типа 
нарастает за счет уменьшения энергии волны 3-го типа. По сути, имеет место 
распад волны 3 в волну 2 (распад с повышением частоты).  
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Аналогично рассматриваются и другие процессы. Соответствующие 
результаты представлены в табл. 3.3, в которой обозначено константу 
буковой C . 
 
Рис. 3.6. Зависимость нормированных амплитуд первых гармоник волн 
0/ EEa , 0/ EEb , 0/ EEg  от нормированной координаты LzT /=  для 
взаимодействий, при которых имеет место суперпозиция двухпотоковой и 
взрывной неустойчивостей (тип взаимодействий 7 и 8, табл. 3.2) 
 
Таким образом, в двухпотоковом релятивистском электронном пучке 
имеют место взаимодействия взрывного типа, распад с повышением и 
понижением частоты, экспоненциальное нарастание волн за счет 
двухпотоковой неустойчивости. Трехволновые взаимодействия, в которых 
имеет место взрывная неустойчивость, экспоненциальное нарастание волн, 
являются наиболее интересными с точки зрения практического применения и 
используются в двухпотоковых и электронно-волновых СЛСЭ.  
Выводы, которые мы получили с помощью соотношений Мэнли-Роу, 
также можно получить из системы уравнений (3.36)–(3.38), в которых 
отброшены кубически-нелинейные слагаемые. Такая система 
квадратично-нелинейных уравнений может быть проинтегрирована 
[13, 15, 16, 195]. Из полученных интегралов следуют соотношения (3.39)–
(3.47), а значит и выше сформулированные выводы относительно характера 
каждого конкретного трехволнового процесса.  
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Таблица 3.3 
Классификация трехволновых взаимодействий ВПЗ  
в двухпотоковой системе 
Тип  
взаим. 
Взаимодейству- 
ющие волны  
Соотношения  
Мэнли-Роу Название процесса 
1 a = 1, b = 1, g = 1  Экспоненц. нараст. волн 
2 a = 1, 
b = 2 (3), g = 3 (2) N2 + N3 = C  
Экспоненц. нараст. волны 1, 
распад волны 3 (2) 
3 a = 3,  
b = 3 (1), g = 1 (3) Na3 + Nb3 = C  
Экспоненц. нараст. волны 1, 
распад волны a3  
4 a = 2,  
b = 2 (1), g = 1 (2) Na2 + Nb2 = C 
Экспоненц. нараст. волны 1, 
распад волны a2 
5 a = 7, b = 3, g = 3 
N7 + Nb3 = C 
N7 + Ng3 = C 
Ng3 – Nb3 = C 
Распад с понижением частоты 
6 a = 6, b = 3, g = 3 
N6 – Nb3 = C 
N6 – Ng3 = C 
Ng3 – Nb3 = C 
Взрывной процесс 
7 a = 6,  
b = 3 (1), g = 1 (3) N6 – N3 = C 
Экспоненц. нараст. волны 1, 
нараст. волн 3 и 6 
8 a = 5,  
b = 2 (1), g = 1 (2) 
N5 – N2 = C 
Экспоненц. нараст. волны 1, 
нараст. волн 5 и 2 
9 a = 5, b = 2, g = 2 
N5 – Nb2 = C 
N5 – Ng2 = C 
Ng2 – Nb2 = C 
Взрывной процесс 
10 a = 4, b = 2, g = 2 
N4 + Nb2 = C 
N4 + Ng2 = C 
Ng2 – Nb2 = C 
Распад с понижением частоты 
11 a = 5, b = 6, g = 3 
N5 – N6 = C 
N5 + N3 = C 
N3 + N6 = C 
Распад с повышением частоты 
12 a = 6, b = 5, g = 2 
N6 – N5 = C 
N6 + N2 = C 
N2 + N5 = C 
Распад с повышением частоты 
13 a = 5, b = 4, g = 3 
N5 – N4 = C 
N5 + N3 = C 
N3 + N4 = C 
Распад с повышением частоты 
14 a = 6, b = 7, g = 2 
N6 – N7 = C 
N6 + N2 = C 
N2 + N7 = C 
Распад с повышением частоты 
15 a = 5, b = 4, g = 6 
N5 – N4 = C 
N5 – N6 = C 
N6 – N4 = C  
Взрывной процесс 
16 a = 6, b = 7, g = 5 
N6 – N7 = C 
N6 – N5 = C 
N5 – N7 = C 
Взрывной процесс 
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3.5.2. Инкременты нарастания 
 
Систему квадратично-нелинейных уравнений, которая позволяет 
определить инкременты нарастания волн на начальном этапе развития 
резонансно-волновых взаимодействий, легко получить из (3.36)–(3.38), в 
которых отброшены кубически-нелинейные слагаемые  
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Обозначения в полученной системы уравнений даны в комментариях к 
системе (3.36)–(3.38). Особенностью таких уравнений является то, что она 
описывает как параметрические резонансные взаимодействия (квадратичные 
слагаемые в правой части уравнений), так и экспоненциальное нарастание за 
счет двухпотоковой неустойчивости.  
Выясним, какие слагаемые системы (3.48) связаны с эффектом 
двухпотоковой неустойчивости. Как известной, с математической точки 
зрения эффект двухпотоковой неустойчивости проявляется в том, что 
решения дисперсионного уравнения (3.37) являются комплексными. Это 
значит, что если подставить действительные части таких решений (а не 
точные комплексные решения) в дисперсионную функцию (3.37), то она не 
будет равной нулю. Отсюда следует, что в общем случае величины mD ,a , 
mD ,b , mD ,g  не равны нулю, их учитывать в системе (3.48) нужно обязательно.  
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Предположим, что экспоненциально нарастающей волной является 
волна a, параметрический резонанс с волнами b и g отсутствует. Тогда 
уравнение, описывающее нарастающую волну a, будет иметь вид  
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Ищем решение уравнения (3.49) в виде )exp(~ zA G×  и находим 
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Отсюда  
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Таким образом, получили выражение для инкремента нарастания, исходя из 
системы уравнений (3.48). Из полученного уравнения следует, что в системе 
уравнений (3.48) двухпотоковую неустойчивость описывают слагаемые типа 
mC ,,2 a  и mD ,a . Именно поэтому в системе уравнений (3.48) следует 
удерживать слагаемые со второй производной от амплитуды поля. 
Перейдем к определению инкрементов нарастания в двухпотоковом 
электронном релятивистском пучке с учетом как эффекта двухпотоковой 
неустойчивости, как и параметрически-резонансных взаимодействий между 
волнами ВПЗ. Считаем, что в систему вводится извне волна с достаточно 
высокой амплитудой, которая на начальном этапе взаимодействия 
практически не изменяется. Будем называть эту волну накачкой и обозначать 
индексом g . В этом приближении полученная система квадратично-
нелинейных становится квазилинейной, ее решения можно искать в виде 
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)exp(~ zA G× . Подставим этот вид решения в (3.48), после несложных 
алгебраических преобразований находим уравнение для определения 
инкремента G  системы  
 
 ++×G+×G bababa )( ,,2,,1,,1,,2
3
,,2,,2
4
mmmmmm CCCCCC  
 +++×G+ bababa )( ,,,,1,,1,,,2
2
mmmmmm DDCCDC  
 0)||()( ,,3,,3
2
,,,,,1,,,,1 =-++×G+ bagbababa mmmmmmmmm CCEDDCDDC . (3.52) 
 
Уравнение (3.52) является алгебраическим уравнением 4-й степени 
относительно неизвестной величины G . Можно найти аналитические 
решения этого уравнения. Однако для нас важно выяснить величины 
инкрементов и их зависимости от частоты для разных типов 
параметрического резонанса. Поэтому решение уравнения (3.52) будем 
находить численно.  
Исследуем инкременты нарастания для нескольких вариантов 
взаимодействий, которые могут использоваться в двухпотоковых и 
параметрических электронно-волновых СЛСЭ. Это типы взаимодействия 6, 
9, 15, 16 (рис. 3.7) и соответственно 1 – 4 (рис. 3.8). Проведем анализ для 
двухскоростного электронного пучка со следующими параметрами: 
парциальная плазменная частота 10100,6 ×=wp  с
-1; среднее значение 
релятивистского фактора 35,30 =g ; разность релятивистских факторов 
парциальных пучков 1,0=gD . Тогда критическая частота будет равной 
12105,9 ×=wcr  с
-1. Напряженность волны накачки выбираем 510=gE  В/м. 
На рис. 3.7 представлены зависимости инкремента нарастания от 
частоты aw  для параметрического резонансного взаимодействия 16 и 15 
типов, которые соответствуют взрывной неустойчивости. Видим, что в этом 
случае с повышением частоты инкремент нарастания увеличивается и при 
больших значениях частоты по сравнению с критической выходит на 
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насыщение. Поведение исследуемых зависимостей для взаимодействий 16 
(кривая 1) и 15 (кривая 2) типа подобны. При этом, как следует из рис. 3.7, 
инкремент взаимодействия 16 (кривая 1), для которого волна с наибольшей 
частотой имеет отрицательную энергию, превышает инкремент 
взаимодействия 15 (кривая 2), у которого волна a имеет положительную 
энергию. Анализ инкрементов взаимодействий 6 и 9 типа показывает, что 
соответствующие зависимости практически совпадают с изображенными на 
рис. 3.7.  
 
 
Рис. 3.7. Зависимость инкремента нарастания от нормированной частоты 
aw crw/  для взаимодействий 16 (кривая 1) и 15 (кривая 2)  
 
На рис. 3.8 представлена зависимость инкремента нарастания от 
нормированной частоты aw crw/  для взаимодействия 2–4 типов. Его 
особенность заключается в том, что здесь инкремент нарастания всех волн, 
которые находятся в параметрическом резонансе, практически полностью 
определяется двухпотоковой неустойчивостью. Обращает на себя внимание 
также то обстоятельство, что инкремент нарастания в этом случае является 
на порядок большим, чем в случае взрывной неустойчивости (сравните 
значения инкрементов на рис. 3.7 и на рис. 3.8). Анализ взаимодействий 3 и 4 
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типов показывает, что и в этом случае их поведение определяется 
двухпотоковой неустойчивостью.  
 
 
Рис. 3.8. Зависимость инкремента нарастания от нормированной частоты 
aw crw/  для взаимодействий 2–4 типов 
 
3.6. Формирование волн ВПЗ с широким мультигармоническим 
спектром  
 
Изучим в кубически-нелинейном приближении мультигармонические 
процессы в двухскоростном релятивистском электронном пучке при 
развитии двухпотоковой неустойчивости. Такая задача представляет интерес 
в связи с двумя возможностями ее практического применения: 1) 
использование двухпотоковой неустойчивости в СЛСЭ, которые 
предназначены для максимального усиления электромагнитного сигнала; 2) 
создание на базе двухскоростных релятивистских электронных пучков 
систем для формирования электромагнитных волн с широким 
мультигармоническим спектром, включая ультракороткие кластеры.  
Как известно, для возбуждения двухпотоковой неустойчивости в 
релятивистской двухпотоковой электронной системе необходимо, чтобы 
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частота волны ВПЗ была меньше критической частоты (3.8) [13–16, 85–101]. 
В этом случае в двухскоростном электронном пучке могут распространяться 
три типа волн (табл. 3.1), между гармониками которых реализуются 
множественные трехволновые параметрические резонансы. Напомним, что 
для множественных трехволновых взаимодействий характерным является то, 
что резонансные условия выполняются одновременно для многих троек волн, 
которые связаны между собой через общие волны. Первый тип (табл. 3.2) 
множественных волновых резонансов реализуется между гармониками 
только нарастающей волны и описывается условием (3.11). О таком типе 
множественного резонанса говорят, как множественном резонансе между 
гармониками одного и того же типа волны. В других множественных 
параметрических резонансах (2 – 4 типы трехволновых взаимодействий, 
табл. 3.2) возникают взаимодействия между гармониками нарастающей, 
быстрой и медленной волнам. Такие взаимодействия называют 
множественными резонансами между гармониками разного типа волн и 
описываются условием (3.13).  
Таким образом, на нелинейные процессы в двухпотоковой 
релятивисткой электронной системе существенное влияние оказывают два 
вида множественных параметрически-резонансных взаимодействий: 
взаимодействие между продольными волнами разных типов и 
параметрическое взаимодействие между гармониками волн одного типа. 
Следует также сказать, что решение мультигармонической кубически-
нелинейной задачи с учетом множественных резонансов двух видов с точки 
зрения математики является достаточно сложной проблемой. И эта проблема 
решается сравнительно легко благодаря использованию модернизированного 
метода усредненных характеристик (подразд. 2.5). 
Для иллюстрации влияния на развитие двухпотоковой неустойчивости 
выше указанных двух видов множественных параметрических резонансных 
взаимодействий рассмотрим зависимость первой гармоники нарастающей 
ВПЗ (волна a , тип волны 1, табл. 3.1) от продольной координаты (рис. 3.9), 
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просчитанной в следующих случаях: 1) в расчетах принимается во внимание 
только одна гармоника нарастающей волны ВПЗ (кривая 1, ось абсцисс 
слева); 2) рассматриваем параметрически-резонансное взаимодействие 50 
гармоник нарастающей волны между собой, параметрический резонанс волн 
разного типа отсутствует (кривая 2, ось абсцисс справа); 3) в расчетах 
учитываем 50 гармоник, как нарастающей волны, так и других типов волн, 
которые находятся в параметрически-резонансной связи как в пределах 
одного типа волны, так и между волнами разного типа (кривая 3, ось абсцисс 
справа). Считаем, что на вход в систему подается модулированный 
двухскоростной пучок, в котором напряженность электрического поля 
первой гармоники нарастающей волны ВПЗ равна 1 В/см. Параметры 
электронного пучка, для которого проводились расчеты, представлены в 
табл. 3.4.  
 
 
Рис. 3.9. Зависимость первой гармоники нарастающей ВПЗ от продольной 
координаты  
 
При расчетах, представленных на рис. 3.9, частоту первой гармоники 
нарастающей ВПЗ (волна a , тип волны 1, табл. 3.1) выбираем такой, чтобы 
инкремент нарастания волны G  был максимальным. Частоту, 
удовлетворяющую этому условию, называют оптимальной и она равна (см., 
например, [13–16]) 
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 crpopt w×=dgw=w 8/3)2/(3
23
0 . (3.53) 
 
Именно такой выбор частоты ВПЗ используется в большинстве 
двухпотоковых ЛСЭ [21–29, 121–138]. 
 
Таблица 3.4 
Параметры двухскоростного электронного пучка 
Параметр Значение 
Парциальная ленгмюровская частота пучка ( pw ) 111 c105,1 -×  
Среднее значение релятивистского фактора пучков ( 0g ) 4,5 
Разность релятивистских факторов пучков ( gD ) 0,5 
Критическая частота ( crw ) 112 c107,7 -×  
 
Сравнивая кривые 1 (ось абсцисс слева) и 2 (ось абсцисс справа) на 
рис. 3.9, первая из которых вычислена без учета влияния высших гармоник, а 
вторая с их учетом, видим, что они отличаются почти в 30 раз! Это 
свидетельствует о том, что эффект двухпотоковой неустойчивости является 
сильно нелинейным, параметрический резонанс между гармониками 
нарастающей волны играет принципиально важную роль. Таким образом, 
при изучении явлений связанных с двухпотоковой неустойчивостью нужно 
обязательно учитывать взаимодействия между гармониками. 
Теперь рассмотрим влияние параметрического резонанса продольных 
волн разного типа (2 – 4 тип взаимодействий, табл. 3.2). На рис. 3.9 кривая 2 
была посчитана без учета такого резонанса, а кривая 3 с его учетом. При 
расчете кривой 3 полагали, что на входе в систему двухскоростной 
электронный пучок кроме первой гармоники нарастающей волны a  имеет 
также ненулевые первые гармоники волн b  и g , напряженность 
электрического поля которых равна 500 В/см. Как известно, условия 
развития параметрической неустойчивости зависят от начальных значений 
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амплитуд и фаз взаимодействующих волн. Рассмотрим вариант 
взаимодействия, при котором параметрический резонанс волн разного типа 
может существенно влиять на динамику нарастающей волны. Поэтому 
выберем начальные фазы волн b  и g  равными нулю, а волны a  – p . Также 
будем рассматривать ситуацию, когда амплитуды двух других волн на входе 
в систему значительно превышают амплитуду нарастающей волны. В этом 
случае на начальном этапе взаимодействия нарастающая волна усиливается 
как за счет параметрического резонанса волн разного типа, так и за счет 
эффекта двухпотоковой неустойчивости. При расчете кривой 3 производился 
учет 50 гармоник каждой из разных типов волн, участвующих в 
параметрическом резонансе. 
Сравнивая кривую 3 (ось абсцисс справа) с кривой 2 (ось абсцисс 
справа) видим, что параметрический резонанс продольных волн разных 
типов приводит лишь к уменьшению длины насыщения, уровень и характер 
поведения кривых при насыщении остается практически одинаковым. Это 
свидетельствует о том, что параметрическая неустойчивость, которая 
вызвана резонансным взаимодействием разного типа волн, накладывается на 
двухпотоковую неустойчивость, в результате чего темп усиления 
нарастающей волны ВПЗ становится выше. Следует отметить, что влияние 
такого наложения является существенным на начальном этапе 
взаимодействия. Причиной этого является то, что темп усиления зависит не 
только от инкремента нарастания (инкремент нарастания двухпотоковой 
неустойчивости существенно выше параметрического), но и от амплитуд 
взаимодействующих волн. На начальном этапе усиления амплитуды волн b  
(тип волны 2) и g  (типа волны 3) гораздо больше амплитуды нарастающей 
волны, и потому параметрический резонанс волн разного типа здесь сильно 
влияет на динамику нарастающей волны. Именно из-за этого имеет место 
увеличение темпа нарастания волны a , что и приводит к уменьшению длины 
насыщения. Также следует отметить, что уровень насыщения и характер 
поведения кривых 2 и 3 при насыщении остается практически одинаковым. 
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Это говорит о том, что на процессы насыщения нарастающей волны ВПЗ 
(волна a ) параметрический резонанс разных типов волн в данном случае 
практически не влияет. 
Таким образом, взаимодействия высших гармоник оказывают 
существенное влияние на динамику основной гармоники (в данном примере 
мультигармонические взаимодействия приводят к снижению уровня 
насыщения основой гармоники в 30 раз) в режимах, когда первая гармоника 
ВПЗ имеет максимальное усиление за счет двухпотоковой неустойчивости.  
Теперь рассмотрим режимы работы, позволяющие формировать волны 
ВПЗ с широким аномальным спектром, в которых спектральные компоненты 
с большими номерами гармоник обладают и большими амплитудами. Такие 
ВПЗ позволяют в двухпотоковых СЛСЭ формировать выходной 
электромагнитный сигнал со спектральными компонентами, которые имеют 
приблизительно одинаковую амплитуду, а значит, и формировать 
ультракороткий кластер электромагнитного поля. Необходимость в волне 
ВПЗ с аномальным спектром вызвана следующими соображениями. 
Формирование ультракороткого кластера электромагнитного поля 
происходит в мультигармоническом ондуляторе вследствие 
параметрического резонанса волны ВПЗ, электромагнитного сигнала и поля 
ондулятора. Известно, что спектр поля магнитных ондуляторов, как правило, 
оказывается ниспадающим. Далее учтем, что, как показано далее, основной 
вклад в формирование каждой m-й спектральной компоненты сигнала (вдали 
от насыщения) вносят квадратичные слагаемые укороченных уравнений 
пропорциональные ~ EamH2m (где Eam и H2m – амплитуды m-х гармоник 
электрического поля ВПЗ и магнитного поля накачки). В этой связи 
становится очевидным, что только в случае аномальной зависимости Eam(m) 
при ниспадающей аналогичной зависимости H2m(m) удается получить 
достаточно длинный участок спектра с примерно одинаковыми 
спектральными амплитудами сигнала. Именно такой характер спектра 
присущ ультракоротким кластерным электромагнитным волнам (рис. 2.4). 
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Однако в свете вышесказанного возникает вопрос: каким образом 
возможно формировать ВПЗ с аномальными спектрами? Физический ответ 
был предложен в работах [51, 55, 80–82]: для этого следует переходить к 
моделям, в которых частота первой гармоники ВПЗ оказывается много 
меньшей, чем оптимальная частота wopt. При этом эффект двухпотоковой 
неустойчивости будет иметь место для всех гармоник, частота которых 
меньше критической crw<w . Причем в случае, когда optw<w  для гармоник с 
более высокой частотой инкремент нарастания будет больше, чем для 
гармоник с более низкой частотой. В результате этого в двухпотоковой 
системе оказывается возможным сформировать нарастающую волну с 
широким мультигармоническим спектром, который имеет достаточно 
большой «аномальный» участок, где гармоники с более высокой частотой 
имеют большую амплитуду. 
Для пояснения выше сказанного, рассмотрим зависимость инкремента 
нарастания G  от частоты w  (рис. 3.10). Эту зависимость несложно получить, 
решая дисперсионное уравнение (3.37) числено или аналитически.  
 
 
Рис. 3.10. Зависимость инкремента нарастания G  от частоты w  
 
Зависимость получена для системы параметры, которой представлены в 
табл. 3.4. Из рис. 3.10 следует, что инкремент нарастания G  принимает 
максимальное значение при оптимальной частоте optw , а при частотах 
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превышающих критическую частоту crw>w  двухпотоковая неустойчивость 
не реализуется и 0=G . Поэтому, если частота первой гармоники будет 
совпадать с оптимальной, то вторая гармоника уже будет превышать 
критическую частоту crw , и в этом случае за счет двухпотоковой 
неустойчивости можно усиливать только одну гармонику. Если же частота 
первой гармоники будет много меньше оптимальной, а значит и 
критической, то за счет двухпотоковой неустойчивости будут усиливаться 
все гармоники, для которых выполняется условие crw<w . Именно эту 
ситуацию мы и используем для формирования волн ВПЗ с аномальными 
спектрами. При этом, как следует из рис. 3.10, для гармоник, частота которых 
меньше оптимальной, инкремент нарастания более высокой гармоники будет 
больше. Благодаря этому, возбуждаемые вследствие множественных 
параметрических резонансов, высшие гармоники с увеличением номера 
гармоник будут иметь большую амплитуду.  
Результаты численного анализа, проведенные на основе системы 
(3.36)–(3.38), подтверждают выше изложенные рассуждения. На рис. 3.11–
3.13 представлена динамика спектра нарастающей волны ВПЗ. 
 
   
Рис. 3.11. Зависимость амплитуд гармоник mE  нарастающей волны ВПЗ от 
номера гармоники m при 50=z  см 
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Рассматриваем модель, в которой частота первой гармоники ВПЗ 1,aw  не 
совпадает с оптимальной частотой двухпотоковой неустойчивости optw  и 
удовлетворяет условию crw<<wa 1, . Поэтому выбираем частоту первой 
гармоники в 25 раз меньше критической частоты ( 25/ 1, =ww acr ). 
Критическая частота в рассматриваемом случае 112 c107,7 -×=wcr . Поэтому 
частота первой гармоники 1111, c101,3
-
a ×=w . При расчетах учитывали 50 
гармоник. Остальные параметры системы представлены в табл. 3.4. Также 
следует отметить, что спектры на рис. 3.11–3.13 получены при учете 
трехволнового параметрически-резонансного взаимодействия гармоник 
нарастающей волны между собой (множественные трехволновые 
взаимодействия 1-го типа, табл. 3.2), множественные взаимодействия между 
гармониками разного типа волн отсутствовал (трехволновые взаимодействия 
2 – 4 типа, табл. 3.2). 
 
 
Рис. 3.12. Зависимость амплитуд гармоник mE  нарастающей волны ВПЗ от 
номера гармоник m при 90=z  см 
 
На рис. 3.11 представлен спектр при 50=z  см, на рис. 3.12 – при 
90=z  см, на рис. 3.13 – при 100=z  см. На входе в систему ( 0=z ) амплитуда 
первой гармоники равна 10 В/см, остальные гармоники равны нулю. Как 
видим, на начальном этапе формирования мультигармонического спектра 
(рис. 3.11) за счет множественных параметрических резонансов 
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возбуждаются высшие гармоники, амплитуда которых по мере увеличения 
номера гармоники уменьшается. Далее (рис. 3.12) за счет аномального 
инкремента (рис. 3.10) нарастания при реализации двухпотоковой 
неустойчивости формируется аномальный спектр. При этом максимальной 
является уже не первая гармоника как в случае рис. 3.11, а пятая гармоника. 
И наконец, на рис. 3.13 широкий спектр волны ВПЗ сформирован. Частота 
гармоники с максимальной амплитудой равна оптимальной частоте optw , что 
вполне логично, так как этой частоте соответствует максимальный 
инкремент нарастания двухпотоковой неустойчивости. С другой стороны, 
как видим на рис. 3.13, в системе возбуждаются также гармоники, частота 
которых превышает критическую частоту crw  (инкремент нарастания для 
этих гармоник, как следует из рис. 3.10, равен нулю). Минимум амплитуды 
соответствует не критической частоте (25-я гармоника), а частоте minw  (33 
гармоника). Также имеются и ненулевые гармоники, с частотой 
превышающей minw . Выясним, какие процессы определяют формирование 
этих гармоник. 
 
Рис. 3.13. Зависимость амплитуд гармоник mE  волны ВПЗ от номера 
гармоник m при 110=z  см 
 
Также следует отметить, что исследуемые волны ВПЗ с частотами 
меньшими и большими критической частоты имеют разные законы 
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дисперсии. Более того, при этом происходит изменение режима 
взаимодействия. Если при частотах crw<w  реализуется рамановский режим 
взаимодействия [13–16], то при mincr w<w<w , как показывает анализ, имеет 
место квазикомптоновский режим взаимодействия [13–16]. Далее об этом 
несколько подробнее. 
 
 
Рис. 3.14. Зависимость волнового числа k  от частоты w  волны ВПЗ в 
области критической частоты crw  
 
Как известно, при частотах превышающих критическую частоту имеет 
место иной закон дисперсии по сравнению с линейным. На рис. 3.14 
изображена зависимость волнового числа k  от частоты w  волны ВПЗ в 
области критической частоты crw . Изменение закона дисперсии проявляется 
в том, что при частотах превышающих критическую частоту crw  (точка O ) 
происходит раздвоение дисперсионной ветви: вместо одной ветви до точки 
O  возникает две ветви OB  и OC . В результате этого закон линейной 
дисперсии, который отображается кривой OA , не совпадает ни с одной из 
ветвей собственных волн OB  и OC . То есть при частотах crw>w  гармоники 
с фазами 1,amp  формально перестают быть собственными для данной 
системы. Это утверждение является справедливым только для модели, когда 
ширину спектральной линии можно принять равной нулю. В реальной же 
ситуации гармоники при crw>w  не являются константами, они растут и 
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поэтому необходимо принять во внимание их конечную спектральную 
ширину kD . Если спектральные расстояния между ветвями OB  и OA , OC  и 
OA  будут меньше или соизмеримым со спектральной шириной линий kD , то 
говорить об отдельных спектральных линиях OA , OB  или же OC  не имеет 
смысла. Будет иметь место суперпозиция колебательно-волновых движений, 
о которой мы говорим как о квазикомптоновском режиме [13–16]. При этом 
волны, которые характеризуются ветвями OA , OB , OC  будут 
неразличимыми и их можно считать собственными для данной системы. 
Таким образом, в области частот mincr w<w<w  реализуется 
квазикомптоновский режим взаимодействия. В этой области частот 
гармоники формируются за счет параметрических резонансных 
взаимодействий с докритическими гармониками. Поэтому их динамика 
определяется динамикой докритических волн.  
Исходя из выше изложенного, проведем оценку частоты minw . Будем 
считать, что динамика волн с частотами mincr w<w<w  определяется 
множественными параметрическими резонансами с гармониками, частота 
которых crw<w , инкременты которых имеют значения, представленные на 
рис. 3.10. Анализируя зависимость инкремента нарастания от частоты (см. 
рис. 3.10), можно получить оценку среднего значения инкремента нарастания 
как 2,0~averG  см
 - 1 и полагать, что полуширина спектральной линии волн в 
области квазикомптоновского режима взаимодействия mincr w<w<w  равна 
2,0~~)2/( averk GD  см
 – 1. Тогда частота minw  будет определяться как частота 
Aw  (рис. 3.14), при которой 4,0~2~~)(~)( averCAAB kkkkk GD--  см
 – 1 ( Aw , 
Ak , Bk , Ck  частоты и волновые числа волн, которые на рис. 3.14 изображены 
соответствующими точками). Исходя из этого критерия, несложно найти 
частоту minw . Она для исследуемой системы равна 
131002,1~ ×  с-1 и совпадает 
с частотой minw , которая определена из рис. 3.13 как соответствующая 
первому спектральному минимуму.  
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При частотах превышающих minw  также имеются ненулевые гармоники 
ВПЗ (рис. 3.13). Эти гармоники в данной области частот являются 
несобственными, возникают благодаря параметрическому резонансу 
(интерференции) продольных волн. В результате взаимодействия 
продольных волн форма этой части спектра minw>w  напоминает 
интерференционные картины, по своей сути имеет интерференционный 
характер. Интенсивность этих гармоник гораздо меньше тех, которые входят 
в основную часть спектра ( minw<w ), но, тем не менее, совокупный вклад 
этих гармоник в ряде случаев может оказаться ощутимым.  
Рассмотрим, как будет меняться форма спектра нарастающей волны 
под влиянием множественных трехволновых резонансов продольных волн 
разного типа (параметрические резонансные взаимодействия 2 – 4 типа, 
табл. 3.2). На рис. 3.15–3.17 представлена динамика спектра нарастающей 
волны ВПЗ с учетом влияния параметрического резонанса продольных волн  
 
 
Рис. 3.15. Зависимость амплитуды гармоник mE  нарастающей волны a  (тип 
волны 1) от ее номера гармоники m при 50=z  см 
 
разного типа, просчитанная при таких же условиях, как и в случае рис. 3.11–
3.13. На рис. 3.15 представлен спектр нарастающей волны (волна a , тип 
волны 1) при 50=z  см, на рис. 3.16 – при 90=z  см, на рис. 3.17 – при 
109=z  см. Амплитуда волны b  (тип волны 2) и волны g  (тип волны 3), 
которые находятся в параметрическом резонансе с 20 гармоникой 
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нарастающей волны a  (тип волны 1), равны 0,5 В/см. Начальные фазы волн 
b  и g  выбирались равными нулю, а волны a  – p . При расчетах учитывалось 
влияние 50 гармоник каждой из взаимодействующих волн. 
Как видим, на начальном этапе формирования мультигармонического 
спектра (рис. 3.15) за счет множественных параметрических резонансов 
возбуждаются высшие гармоники нарастающей волны a , амплитуда 
которых по мере увеличения номера гармоники уменьшается. Как и 
следовало ожидать, этот спектр гармоник нарастающей ВПЗ практически 
совпадает со спектром, представленном на рис. 3.11. Отметим, что в 
рассматриваемом случае амплитуда волн b  и g  на входе в систему в 20 раз 
меньше амплитуды первой гармоники нарастающей волны a . Поэтому здесь 
(рис. 3.15) влияния параметрического резонанса продольных волн разного 
типа не наблюдаем. 
 
Рис. 3.16. Зависимость амплитуды гармоник mE  нарастающей волны a  (тип 
волны 1) от ее номера гармоники m при 90=z  см 
 
Далее (рис. 3.16) за счет реализации двухпотоковой неустойчивости 
формируется аномальный спектр. При этом вторая гармоника уже имеет 
большую амплитуду, чем первая в отличие от случая, который изображен на 
рис. 3.15. Также за счет параметрического резонанса продольных волн 
разного типа формируется 20-я и близлежащие гармоники нарастающей 
волны a . Причем их формирование идет как за счет параметрического 
резонанса волн разного типа, так и за счет двухпотоковой неустойчивости. 
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При этом роль параметрического резонанса сводится к возбуждению 
соответствующей гармоники нарастающей волны a , а их дальнейший рост 
происходит в основном благодаря двухпотоковой неустойчивости. Так как 
для 20-й гармоники волны a  инкремент нарастания вследствие 
двухпотоковой неустойчивости является большим, чем для 1-й гармоники, то 
этом этапе развития процессов (рис. 3.15) амплитуда 20-й гармоники 
превышает амплитуду первой. Следует заметить, что для обеспечения такого 
механизма развития процессов достаточно иметь на входе в систему волны b  
и g  со сравнительно малыми амплитудами (0,5 В/см). 
 
Рис. 3.17. Зависимость амплитуды гармоник mE  нарастающей волны a  (тип 
волны 1) от ее частоты w  при 109=z  см.  
 
И, наконец, на рис. 3.17 широкий спектр волны ВПЗ сформирован. При 
этом он существенно отличается от случая, когда параметрический резонанс 
продольных волн разного типа отсутствует (сравните с рис. 3.13). Максимум 
спектра приходится теперь на 19 гармонику. Это вызвано параметрическим 
резонансом продольных волн разного типа, который имеет место, прежде 
всего, между двадцатыми гармониками соответствующих типов волн, а 
также с тем фактором, что инкремент нарастания для 19-й гармоники выше, 
чем для 20-й. Существенно изменилась и форма спектра (сравните рис. 3.13 и 
рис. 3.17). Увеличился участок «аномального спектра» с 15 гармоник на 
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рис. 3.13 до 19 на рис. 3.17. Также следует отметить, что при этом 
существенно увеличилась максимальная амплитуда спектра с 0,6 МВ/м на 
рис. 3.13 до 6 МВ/м на рис. 3.17 (в десять раз!). 
Таким образом, параметрический резонанс продольных волн разного 
типа позволяет существенно изменять форму широкого мультигармони-
ческого спектра нарастающей продольной волны ВПЗ. Благодаря этому дан-
ный эффект можно использовать для управления формированием широкого 
мультигармонического спектра волн в двухпотоковой электронной системе. 
 
3.7. Выводы к разделу 3 
 
1. Впервые проанализированы трехволновые параметрически-
резонансные взаимодействия в волн ВПЗ в двухскоростном релятивистском 
электронном пучке. Проведена их классификация и выяснено, что здесь 
возможна реализация шестнадцати разных типов параметрических 
резонансных взаимодействий. Первые четыре типа соответствуют 
взаимодействиям волн, частоты которых меньше критической частоты; 5–14 
типы – взаимодействиям волн, частоты которых меньше критической, с 
волнами, частоты которых превышают критическую; 15, 16 типы 
характеризуют взаимодействия волн с частотами большими критической. 
2. Выяснено, что первые четыре типа параметрических резонансных 
взаимодействий имеют множественный характер – условия трехволнового 
параметрического резонанса выполняются одновременно для большого 
количества троек волн, которые связаны друг с другом через общую волну. 
Такие взаимодействия являются суперпозицией параметрических 
резонансных взаимодействий и двухпотоковой неустойчивости. В них 
одновременно участвуют сотни и больше связанных друг с другом гармоник. 
При этом первый тип множественных взаимодействий описывает 
трехволновые резонансы гармоник одной и той же нарастающей волны. 2–4 
тип множественных взаимодействий описывает трехволновые резонансы 
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гармоник волн разного типа: нарастающей, медленной и быстрой волн.  
3. Получено, что здесь возможны следующие варианты трехволновых 
взаимодействий (табл. 3.3): взрывная неустойчивость (6, 9, 15, 16 типы 
взаимодействий), экспоненциальное нарастание волн (1–4, 7, 8 типы 
взаимодействий), распад с повышением частоты (11–14 типы взаимо-
действий), распад с понижением частоты (5–10 типы взаимодействий). 
Найдены инкременты нарастания волн. Выяснено, что наиболее существен-
ное нарастание волн имеет место в случае взрывной неустойчивости и при 
экспоненциальном нарастании за счет двухпотоковой неустойчивости. 
4. Впервые построена кубически-нелинейная самосогласованная теория 
мультигармонических взаимодействий нарастающих волн в двухскоростном 
релятивистском электронном пучке. Выяснено, что когда частота первой 
гармоники намного меньшей критической, имеет место формирование 
продольных волн с широким мультигармоническим спектром, в котором 
высшие гармоники имеют более высокие амплитуды, чем низшие. 
Проанализированы механизмы формирования волнового спектра как с 
частотами меньшими критической частоты, так и частотами, которые 
превышают критическую частоту. Получено, что при частоте меньшей 
критической формирование спектра обусловлено эффектом двухпотоковой 
неустойчивости, в области частот mincr w<w<w  имеет место 
квазикомптоновский режим взаимодействия, а при minw>w  спектр имеет 
интерференционный характер. 
5. Впервые в кубически-нелинейном приближении проведен анализ 
мультигармонических взаимодействий продольных волн разного типа в 
двухскоростном релятивистском электронном пучке. Выяснено, что 
параметрический резонанс продольных волн разного типа может оказывать 
существенное влияние на формирование спектра нарастающих волн. 
Предложено использовать такие резонансные взаимодействия для управ-
ления формированием волн с широким мультигармоническим спектром.  
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РАЗДЕЛ 4  
ФОРМИРОВАНИЕ УЛЬТРАКОРОТКИХ КЛАСТЕРОВ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ МУЛЬТИГАРМОНИЧЕСКИМИ 
ДВУХПОТОКОВЫМИ СУПЕРГЕТЕРОДИННЫМИ  
ЛАЗЕРАМИ НА СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНАХ  
 
В этом разделе проведено исследование мультигармонических 
процессов в двухпотоковых СЛСЭ, которые в качестве дополнительного 
механизма усиления используют двухпотоковую неустойчивость. 
Особенность таких ДСЛСЭ состоит в том, что здесь одновременно 
реализуются шесть различных множественных трехволновых резонансов. 
Четыре из них, между гармониками продольных волн ВПЗ, описаны в 
предыдущем разделе. В дополнение к ним здесь возникают множественные 
взаимодействия между гармониками электромагнитной волны сигнала, 
нарастающей ВПЗ и накачки, а также между гармониками сигнала. Такие 
множественные резонансные взаимодействия позволяют формировать 
электромагнитные сигналы с широким спектром, в том числе, и мощные 
ультракороткие кластеры. Анализу формирования электромагнитных 
кластеров в ДСЛСЭ и посвящен этот раздел. Основные научные результаты 
раздела опубликованы в работах [48–58, 72–82]. 
 
4.1. Множественные резонансные взаимодействия волн в 
мультигармоническом ДСЛСЭ 
 
Рассмотрим формирование ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля мультигармоническими ДСЛСЭ клистронного типа, 
конструкционные схемы которых описаны в разделе 2. Обобщенная 
теоретическая модель ДСЛСЭ-клистрона представлена на рис. 2.10. Из этого 
рисунка следует, что ДСЛСЭ клистронного типа состоит из ряда блоков: 
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секции модуляции I, активной II и пассивной III частей пролетной секции, 
оконечной секции IV.  
Нелинейные мультигармонические процессы в пролетной секции 
ДСЛСЭ (рис. 2.6 и 2.7, позиция 8) детально рассмотрены в разделе 3. Было 
выяснено, что при частотах меньших критической в двухскоростном 
релятивистском электронном пучке (РЭП) возникают множественные 
резонансы между гармониками волн ВПЗ, реализуется двухпотоковая 
неустойчивость. Благодаря суперпозиции этих двух эффектов в 
двухскоростном РЭП оказывается возможным формирование нарастающей 
ВПЗ с аномальным спектром – более высокие гармоники имеют большие 
амплитуды. Как показано в разделе 3, для формирования таких спектров 
частота первой гармоники должна быть гораздо меньше критической 
частоты. Именно возможность формирования волн ВПЗ с аномальными 
спектрами в двухскоростных РЭП позволяет создавать в ДСЛСЭ 
мультигармонические электромагнитные волны с широким спектром, в том 
числе и ультракороткие кластеры. 
Возбуждение волн ВПЗ в двухскоростном РЭП при частотах много 
меньших критической происходят в секции модуляции I, рис. 2.10 (рис. 2.6 и 
2.7, позиция 7). В таких секциях для модуляции электронных пучков могут 
использоваться различные поперечные поля (см. разд. 2.3.3). Как наиболее 
часто используемый в технике ЛСЭ рассматриваем модулятор, построенный 
на базе поперечного Н-убитронного поля. В данном разделе будем 
рассматривать модели ДСЛСЭ как с монохроматическим, так и 
мультигармоническим Н-убитронным полем в секции модуляции. Понятно, 
что секция модуляции с мультигармоническим полем накачки является более 
общей моделью. Вариант монохроматической накачки является частным 
случаем мультигармонической накачки. Поэтому далее теоретический анализ 
будем проводить для секции модуляции с мультигармонической накачкой.  
Преобразование энергии мультигармонической ВПЗ в энергию 
электромагнитного сигнала происходит в оконечной секции IV, рис. 2.10 
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(рис. 2.6 и 2.7, позиция 9). В качестве накачки оконечной секции выбираем, 
как и для секции модуляции, Н-убитронное магнитное поле. В 
мультигармонических ДСЛСЭ в оконечной секции, в отличие от секции 
модуляции, Н-убитронное магнитное поле является исключительно 
мультигармоническим. Благодаря этому на выходе из ДСЛСЭ клистронного 
типа формируется мощный мультигармонический электромагнитный сигнал.  
Сравнивая секцию модуляции электронного пучка и оконечную 
секцию, видим, что с формальной точки зрения их можно считать 
подобными. Главные отличия между ними касаются, в основном, формы 
задания граничных условий. Если в секции модуляции амплитуды всех 
гармоник ВПЗ на входе равны нулю, а амплитуда, по крайней мере, одной из 
гармоник сигнала задается ненулевой, то в оконечной секции мы имеем 
обратную ситуацию. А именно, на входе ненулевыми задаются гармоники 
ВПЗ, тогда как все гармоники сигнала равны нулю, генерируясь далее в 
процессе взаимодействия в рабочей области оконечной секции.  
Как для секции модуляции, так и для оконечной секции используем 
теоретическую модель, представленную на рис. 4.1. Из рис. 4.1 следует, что 
двухпотоковый электронный пучок 1 с парциальными скоростями  
 
 
Рис. 4.1. Теоретическая модель оконечной секции и модулятора 
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21,υυ  пронизывает область взаимодействия, ограниченную полем 
мультигармонического ондуляторного магнитного поля накачки 4 с 
индукцией 2B  и периодом ондуляции первой гармоники 1,2l . В этой же 
области вдоль оси Z двигается мультигармонический поперечный 
электромагнитный сигнал 2 с напряженностью электрического поля 1E  и 
индукцией магнитного поля 1B , а также мультигармоническая волна 
пространственного заряда 3. Следует отметить, что в общем случае 
мультигармоническая волна ВПЗ состоит из гармоник волн трех типов: 
нарастающей с напряженностью электрического поля aE , быстрой bE  и 
медленной gE . 
Так как все волны являются мультигармоническими, то напряженность 
1E  и индукция 1B  электромагнитной волны сигнала, индукция поля накачки 
2B , напряженности электрического поля нарастающей aE , быстрой bE  и 
медленной gE  продольных волн ВПЗ могут быть представлены в виде  
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В соотношениях (4.1) mE ,1 , mE ,a , mE ,b , mE ,g , mB ,1 , mB ,2  – амплитуды m-х 
гармоник соответствующих полей;  
 
 zktmzktp mmmm ×-×w=×-×w= ccccc ,1,,,,  (4.2) 
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их фазы (индекс c принимает значения 1, 2, a, b и g); 1,, cc w=w mm  – их 
частоты ( 01,2 =w ) и mk ,c  – волновые числа. Таким образом, электрическое и 
магнитное поля в исследуемых секциях ДСЛСЭ клистронного типа имеют 
вид 
 
 gba +++= EEEEE 1 ,   21 BBB += .  (4.3) 
 
В рассматриваемой системе реализуются трехволновые 
параметрические резонансы между гармониками электромагнитной волны 
сигнала, накачки и ВПЗ. Отметим, что, как следует из (3.23), нарастающая 
волна характеризуется линейной дисперсионной зависимостью. Для 
мультигармонического магнитного поля накачки для волнового числа 
1,2,2 mkk m =  тоже имеет место линейная зависимость от номера гармоники 
( 01,2 =w ). И для электромагнитной волны сигнала в случае, когда частота 
превышает плазменную частоту пучка, связь между волновым числом и 
частотой можно считать линейной  
 
 cmck mm // 1,1,1,1 w=w» . (4.4) 
 
Поэтому в исследуемой системе для каждой тройки m-х гармоник сигнала, 
накачки и нарастающей ВПЗ имеет место трехволновой резонанс, условия 
которых имеют вид  
 
 mm ,1, w=wa , mmm kkk ,2,1, +=a . (4.5) 
 
Условия (4.5) являются условиями множественных параметрических 
резонансных взаимодействий между гармониками волн разного типа, 
которые подобны (3.12), (3.13). Отличие состоит в том, что здесь 
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резонансные условия реализуются между поперечными и продольными 
волнами, а не только продольными как в (3.12)–(3.13). Сходство состоит в 
том, что в обоих случаях в резонансных взаимодействиях участвует 
нарастающая волна. Для нарастающей волны также реализуются 
множественные параметрические резонансные взаимодействия между 
гармониками волны одного и того же типа (3.11). Поэтому гармоники 
нарастающей волны оказываются связанными между собой, а значит 
резонансные тройки волн (4.5), в которые входят гармоники нарастающей 
волны, также оказываются связанными между собой. Кроме того следует 
учесть, что на эти параметрические взаимодействия накладывается эффект 
двухпотоковой неустойчивости, благодаря которому гармоники 
нарастающей волны ВПЗ экспоненциально нарастают.  
Также следует учесть, что в исследуемой системе благодаря 
линейности дисперсионной зависимости электромагнитной волны сигнала 
(4.4) возникают множественные трехволновые взаимодействия между ее 
гармониками (множественные трехволновые взаимодействия между 
гармониками волны одного типа), которые описываются условием (3.11) и 
которые подобны множественным взаимодействиям 1-го типа (табл. 3.2) 
между гармониками нарастающей волны. В отличие от гармоник 
нарастающей волны гармоники электромагнитной волны сигнала не 
усиливаются из-за двухпотоковой неустойчивости.  
И, наконец, на вышеописанные резонансы накладываются 
трехволновые резонансные взаимодействия между продольными волнами 
ВПЗ (3.4)–(3.5), частота которых меньше критической (типы взаимодействий 
1–4, табл. 3.2). 
Таким образом, в оконечной секции и модуляторе реализуется шесть 
типов множественных трехволновых параметрических резонансных 
взаимодействий. Построив нелинейную теорию таких взаимодействий, 
можем анализировать процессы в этих секциях. Используя результаты, 
полученные в разделе 3, можем исследовать процессы также и в пролетной 
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секции. В итоге получаем возможность анализа нелинейных волновых 
процессов в ДСЛСЭ клистронного типа в целом.  
 
4.2. Система кубически-нелинейных уравнений для комплексных 
амплитуд волн  
 
Для проведения нелинейного анализа мультигармонических процессов 
в ДСЛСЭ клистронного типа получим систему укороченных уравнений для 
амплитуд волн, которые участвуют во множественных трехволновых 
параметрических резонансах в оконечной секции и модуляторе.  
В качестве исходных уравнений для численного анализа используем 
релятивистское квазигидродинамическое уравнение (2.6), уравнение 
непрерывности (2.7) и уравнения Максвелла (2.8). Также считаем 
выполненными условия пренебрежения столкновениями и разбросом 
электронов по скоростям (2.9). Учитывая, что в рассматриваемой модели (см. 
подраздел 3.1) все величины зависят только от продольной координаты z и 
времени t, соотношения (2.6)–(2.9) можно записать в виде 
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В этих уравнениях qxu , qzu  – проекции вектора скорости q -го парциального 
электронного пучка qυ  на ось X  и Z  соответственно, 
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2/1222 )/)(1( -u+u-=g cqxqzq  – релятивистский фактор q -го пучка. Остальные 
величины определены в комментариях к формулам (2.6)–(2.8).  
Решение системы уравнений (4.6)–(4.9) разбиваем на три формально 
независимых этапа: 1) нахождение задачи движения (4.6)–(4.7) 
двухскоростного релятивистского электронного пучка в заданных 
электромагнитных полях; 2) решение уравнения непрерывности (4.8), 
полагая, что скорости электронного пучка уже известны; 3) решение задачи о 
возбуждении электромагнитных полей (4.9), полагая скорости и 
концентрации известными функциями.  
Задачи движения и уравнения непрерывности решаем с помощью 
модернизированного метода усредненных характеристик, задачу о 
возбуждении электромагнитного поля – с помощью метода медленно 
меняющихся амплитуд. При этом учитываем особенности трехволновых 
параметрически-резонансных взаимодействий продольных волн (3.4)–(3.5), 
поперечных и продольных волн (4.5), множественные параметрические 
взаимодействия гармоник электромагнитной волны.  
Для решения задачи движения преобразуем уравнения (4.6)–(4.7) к 
стандартному виду (2.10). Включим в такую систему уравнения для быстрых 
фаз mp ,c  (4.2). Будем считать, что амплитуды полей медленно меняются с 
изменением продольной координаты z. Для описания таких медленных 
изменений амплитуды введем медленную продольную координату x=z /z . 
Так как будем решать граничную задачу, то в полученных уравнениях 
перейдем от производной по времени к производной по координате, 
используя известное соотношение для скорости zdzdt u= / . В итоге получим 
систему уравнений в стандартом виде 
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В этих уравнениях, исходя из (4.3), 1EEx = , 21 BBBy += , 
gba ++= EEEEz , амплитуды полей )(,, z= cc mm EE , )(,1,1 z= mm BB  – медленно 
меняющиеся функции от продольной координаты z , индекс c  принимает 
значения 1,,, gba . 
Сравним систему (4.10)-(4.12) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNqqNqqNNqq pppppppppp ,,1,,,,1,,,,1,,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,,,...,,,..., ggbbaa=ψ , 
 
{ }NqqNqqNqqNNqq ,,1,,,,1,,,,1,,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,,,...,,,..., ggbbaa WWWWWWWWWW=Ω
. 
 
Далее используем описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм 
модернизированного метода усредненных характеристик для случая 
нескольких быстрых фаз. В соответствии с этим алгоритмом переходим к 
усредненным переменным 
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Уравнения для медленных переменных имеют вид 
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Ограничиваемся третьим приближением по x/1 . Алгоритм нахождения 
)(nu  и )(nA  известен и описан в (2.22)–(2.28). Из этих формул, в частности 
следует: 0)( =z
nu  для любых n; 1)1( =zA , 0
)( =z
nA  для n > 1; 0)2()1( == uu zz AA , 
0)2()1( == uu xx AA ,  
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и так далее. Детали подобных преобразований описаны в [299]. В результате 
получаем решения как для скорости (4.14), так и для ее постоянной 
составляющей (4.15).  
Решение уравнения непрерывности находим аналогично. 
Преобразовываем уравнение (4.8) к стандартному виду (2.10). Скорость 
считаем известной функцией (4.14), (4.15), зависящей от быстрых фаз, 
постоянной составляющей скорости и медленно меняющихся амплитуд 
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электрических и магнитных полей. Включим в такую систему уравнения для 
быстрых фаз (4.12). В итоге получим систему в стандартом виде 
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Сравним систему (4.16) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNqqNqqNNqq ,,1,,,,1,,,,1,,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,,,...,,,..., ggbbaa WWWWWWWWWW=Ω . 
 
Напомним, что скорость здесь считается известной. Далее используем 
описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм модернизированного метода 
усредненных характеристик, переходим к усредненным переменным  
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Уравнения для усредненной концентрации имеют вид 
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Используем алгоритм нахождения )(nu  и )(nA , который описан 
соотношениями (2.22)–(2.28). В результате получим функции x/)1(nu , 
2)2( / xnu , 
3)3( /xnu , x/
)1(
nA , 
2)2( / xnA , 
3)3( / xnA , которые определяют решения для 
концентрации (4.18), (4.19) с точностью до кубических слагаемых по x/1 .  
Для получения решений задачи о возбуждении электромагнитных 
полей выражения для скорости (4.14) и концентрации (4.18) парциальных 
пучков подставляем в уравнения Максвелла (4.9). Учитываем, что эти 
выражения, полученные методом усредненных характеристик, имеют вид 
рядов по малому параметру x/1 . Разлагаем их также в ряды по гармоникам 
быстрых фаз. В результате проведенных вычислительных процедур получаем 
для амплитуд напряженности электрического поля электромагнитной волны 
сигнала },{ 11 kw , волн пространственного заряда },{ aaw k , },{ ggw k  и },{ bbw k  
систему дифференциальных уравнений в кубически-нелинейном 
приближении 
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В этих уравнениях: 
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дисперсионные функции соответственно электромагнитной волны сигнала и 
волны ВПЗ для m-й гармоники; индекс c  принимает значения gba ,, ; 
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– функции, учитывающие кубически нелинейные слагаемые, в том числе, и 
связанные с параметрическими резонансными взаимодействиями в 
исследуемой системе. Функции x/)1( ,qnu  
2)2(
, / xqnu , 
3)3(
, / xqnu  определяют 
осцилляторные слагаемые концентрации (4.18) парциальных пучков в 
первом, втором и третьем приближении соответственно; xu /
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Выражения для коэффициентов mC ,4  и mC ,5  представлены в комментариях к 
системе (3.36). Коэффициенты в системе уравнений (4.20) также зависят от 
постоянных составляющих скоростей qu  и концентраций qn  парциальных 
пучков. Поэтому систему уравнений (4.20) дополним уравнениями для 
постоянных составляющих  
 
 ),,,,,( 1 qqq
qz nV
dz
d
u=
u
gba EEEE , (4.23) 
 ),,,,,( 1 qqq
q nN
dz
nd
u= gba EEEE . (4.24) 
 
Функции å
=
ux
=
2
1
)3(
,3
1
q
qq z
AV , å
= x
=
2
1
)3(
,3
1
q
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слагаемые, зависят от типа параметрических резонансных взаимодействий. 
Полученную систему кубически-нелинейных уравнений (4.20)–(4.24) 
анализируем численно. Эта система уравнений описывает нелинейные 
процессы в ДСЛСЭ клистронного типа.  
 
4.3. Влияние высших гармоник на динамику волн в ДСЛСЭ в 
режиме максимального усиления 
 
Проведем анализ влияния множественных трехволновых 
взаимодействий на динамику основной гармоники двухпотокового СЛСЭ в 
режиме максимального усиления сигнала. Для этого рассмотрим 
односекционный ДСЛСЭ с Н-убитронной накачкой, схема которого 
представлена на рис. 1.5. Такой ДСЛСЭ описывается теоретической 
моделью, изображенной на рис. 4.1, и системой уравнений (4.20)–(4.24). 
Динамика волн в такой системе проиллюстрирована на рис. 4.2 и 4.3.  
В случае максимального усиления первая гармоника 
электромагнитного сигнала, подаваемого на вход ДСЛСЭ с Н-убитронной 
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накачкой, равна оптимальной частоте optw=w 1,1  (оптимальная частота 
определяется соотношением (3.53)). Параметры исследуемого ЛСЭ выбираем 
следующими: плазменная частота парциальных пучков 111105,1 -×=w cp ; 
среднее значение релятивистского фактора 5,40 =g ; разность релятивистских 
факторов 5,0=gD ; индукция магнитного поля накачки 4001,2 =B  Гс. 
Считаем, что магнитное поле накачки является монохроматическим. Частота 
первой гармоники сигнала равна =l 1,1  0,04 см, а период ондуляции 
магнитного поля накачки – 56,11,2 =l  см. 
 
 
Рис. 4.2. Зависимость первой гармоники сигнала от продольной координаты z 
 
Зависимость амплитуды первой гармоники сигнала от продольной 
координаты ДСЛСЭ представлена на рис. 4.2. Кривая 1 на этом рисунке 
описывает случай, когда в расчетах учитываем только первые гармоники 
взаимодействующих волн, а кривая 2 – когда учитываем 50 гармоник. Как 
видим, уровень насыщения электромагнитной волны сигнала в случае учета 
трехволновых множественных резонансов уменьшается почти в восемь раз 
по сравнению со случаем, когда высшими гармониками пренебрегают. Это 
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свидетельствует о том, что учет высших гармоник в двухпотоковых СЛСЭ 
необходим. Также соответствующий анализ показывает, что амплитуда 
высших гармоник электромагнитного сигнала на порядок и более меньше 
амплитуды основной гармоники. Поэтому в случае монохроматической 
накачки высшими гармониками сигнала можно пренебречь.  
 
 
Рис. 4.3. Зависимость амплитуд гармоник ВПЗ от продольной координаты z 
 
Существенное влияние высших гармоник на уровень насыщения 
объясняется генерацией высших гармоник нарастающей волны ВПЗ и 
уменьшением за счет этого первой гармоники ВПЗ, которая, в свою очередь, 
связана параметрически-резонансным образом с волной электромагнитного 
сигнала. На рис. 4.3 представлена динамика первых десяти гармоник 
нарастающей волны ВПЗ. Как видим, уровни насыщения 2-й (позиция 2) и 3-
й гармоник (позиция 3) превышают уровень насыщения 1-й гармоники 
(позиция 1). Уровни насыщения остальных гармоник соизмеримы с уровнем 
насыщения первой гармоники.  
Насыщение в двухпотоковом СЛСЭ происходит из-за торможения 
парциальных пучков и выравнивания их скоростей. На рис. 4.4 представлена 
динамика постоянных составляющих скоростей парциальных пучков от 
продольной координаты (учитываем 20 высших гармоник волн). Видим, что 
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в области продольной координаты z = 58 см происходит уменьшение и 
выравнивание парциальных скоростей электронных потоков. 
 
 
Рис. 4.4. Зависимость постоянных составляющих скоростей парциальных 
пучков от продольной координаты z 
 
4.4. Особенности формирования ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля 
 
Рассмотрим особенности формирования ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля в двухпотоковых СЛСЭ. Понятно, что в идеальном 
случае на выходе из мультигармонического ДСЛСЭ-формирователя мы 
должны получить периодическую серию дельта-функций, которые имеют, 
например, следующий вид 
 
 ))4/3()4/(()( nTTtnTTtTAtE +-d++-d-××= . (4.25) 
 
В этой формуле d  – дельта-функция Дирака, T  – период, n  – целое 
число, A  – некоторый множитель. По своей сути, такая последовательность 
174 
дельта-функций )(tE  является сложным периодическим 
мультигармоническим сигналом, и ее можно разложить в ряд Фурье  
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комплексная амплитуда m-й гармоники. Для исследуемого случая, когда E(t) 
определяется соотношением (4.25), несложно, используя выражение (4.27), 
вычислить комплексные амплитуды Em. В результате получим  
 
 )2/sin(2 p×= miAEm . (4.28) 
 
То есть 00 =E , iAE 21 += , 02 =E , iAE 23 -= , 04 =E , iAE 25 += , 06 =E , 
iAE 27 -=  и так далее. Из соотношения (4.28) следует: 1) амплитуды всех 
четных гармоник равны нулю; 2) модули нечетных гармоник одинаковы и 
равны в данном случае 2А; 3) фазы 1-й, 5-й, 9-й и т.д. гармоник равны (+ p/2); 
4) фазы 3-й, 7-й, 11-й и т.д. гармоник равны (– p/2).  
Таким образом, для того чтобы получить серию фемтосекундных 
кластеров электромагнитного поля (4.25) необходимо сформировать 
мультигармонический сигнал, амплитуды и фазы которого удовлетворяли бы 
условию (4.28).  
Исследуем динамику формирования мощного ультракороткого 
электромагнитного кластера с использованием уравнений (4.20)–(4.24) в 
системе, параметры которой представлены в табл. 4.1. При этом изучим два 
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варианта. Случай, когда на входе в ДСЛСЭ-формирователь подается: 
а) монохроматический сигнал и б) мультигармонический сигнал.  
Таблица 4.1 
Параметры ДСЛСЭ клистронного типа 
Параметр Значение 
Длина волны первой гармоники сигнала ( 1,1l ) 0,7 мм 
Среднее значение релятивистского фактора ( 0g ) 7,5 
Разность релятивистских факторов ( gD ) 0,07 
Плазменная частота парциальных пучков ( pw ) 1,3·10 11 с – 1 
Период ондулятора ( 1,2l ) 6,5 см 
Длина секции модулятора 1,0 м 
Длина пролетной секции  0,5 м 
Длина оконечной секции 1,5 м 
 
Для исследуемой системы критическая частота 131063,8 ×=wcr  с
 – 1, 
оптимальная частота 13103,5 ×=wopt  с
 – 1. Выбирая частоту первой гармоники 
в 32 раза меньше критической, получаем для нее следующее значение 
12
1,1 107,2 ×=w  с
 – 1. Сравнивая эту частоту с плазменной частотой 
двухскоростного пучка 11108,12 ×=wp  с
 – 1, видим, что условие pw>>w 21,1  
выполняется. Значит, для всех гармоник волны сигнала можем считать 
зависимость волнового числа от частоты линейной. Таким образом, в область 
нарастания за счет двухпотоковой неустойчивости попадают ~ 30 гармоник. 
При этом, как показано в разделе 3, область аномального спектра ВПЗ 
ограничивается оптимальной частотой. Значит, такой аномальный спектр 
ВПЗ будет содержать 20/ 1,1 »wwopt  гармоник. В расчетах учитываем 50 
гармоник каждого типа волн, участвующих в параметрических резонансных 
взаимодействиях. 
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4.5. Формирование кластеров электромагнитного поля в ДСЛСЭ с 
монохроматическим входным сигналом  
 
Рассматриваем модель, представленную на рис. 2.6, в которой на вход 
секции модуляции 7 ДСЛСЭ клистронного типа подается 
монохроматический сигнал 1. Для анализа формирования кластера 
используем систему уравнений (4.20)–(4.24). 
В модуляторе (позиция 7, рис. 2.6; см. также рис. 4.1) вследствие 
трехволнового параметрического резонанса между электромагнитным 
сигналом 1, Н-убитронным полем модулятора 7 в двухскоростном 
электронном пучке возбуждается волна пространственного заряда. Так как на 
вход модулятора подается монохроматическая волна сигнала, то 
Н-убитронное магнитное поле модулятора выбираем также 
монохроматическим. На вход модулятора подаем сигнал с амплитудой 
100 В/см, остальные гармоники равны нулю. Индукцию магнитного поля 
Н-убитронного поля выбираем равной 10001,2 =B  Гс, период модулятора 
=l 1,2  6,5 см. Тогда на выходе из секции модуляции получаем волну ВПЗ, 
спектр которой представлен на рис. 4.5. Как видим, на выходе из модулятора  
 
  
Рис. 4.5. Спектр ВПЗ на выходе 
модулятора (z = 100 см) 
Рис. 4.6. Спектр ВПЗ на выходе 
пролетной секции (z = 150 см) 
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формируется волна ВПЗ, в которой амплитуда первой гармоники 
максимальная, высшие гармоники волны ВПЗ много меньше первой. 
Далее возбужденная в двухскоростном электронном пучке волна ВПЗ 
нарастает вследствие двухпотоковой неустойчивости. Так как частота первой 
гармоники волны ВПЗ в 32 раза меньше критической (и в 20 раз меньше 
оптимальной), то инкременты нарастания первых 20 гармоник с увеличением 
частоты увеличиваются (рис. 3.10) и все 32 гармоники усиливаются 
вследствие двухпотоковой неустойчивости. В итоге на выходе из пролетной 
секции (координата системы z = 150 см) начинает формироваться 
аномальный спектр, который показан на рис. 4.6. При этом максимальной 
является уже не первая гармоника как в случае рис. 4.5, а вторая.  
Зависимость начальных фаз гармоник волн ВПЗ в модуляторе и 
пролетной секции от продольной координаты z представлена на рис. 4.7. Как 
видим, на начальном этапе возбуждения мультигармонической волны ВПЗ 
имеют место переходные процессы. На выходе из пролетной секции фазы 
гармоник уже имеют установившиеся значения. Отметим, что разность фаз 
между соседними гармониками практически одна и та же и равна p6,0~ . 
 
 
Рис. 4.7. Зависимость начальной фазы волны ВПЗ в модуляторе и пролетной 
секции ДСЛСЭ от продольной длины z 
 
178 
Следует отметить, что на выходе из пролетной секции аномальный 
спектр еще не сформирован. Его формирование продолжается и в оконечной 
секции. Одновременно с этим в этой секции происходит возбуждение 
мультигармонической электромагнитной волны благодаря множественным 
трехволновым параметрическим резонансам между мультигармонической 
волной ВПЗ, мультигармоническим Н-убитронным полем накачки. 
Амплитуду и начальную фазу гармоник мультигармонического магнитного 
поля накачки подбираем таким образом, чтобы в оконечной секции 
сформировать мультигармоническую электромагнитную волну, амплитуды и 
фазы которых удовлетворяли условиям (см. комментарии к соотношению 
(4.28)): амплитуды всех четных гармоник равны нулю; модули нечетных 
гармоник имели приблизительно одинаковые значения; фазы 1-й, 5-й, 9-й и 
т.д. гармоник равны (+ p/2); фазы 3-й, 7-й, 11-й и т.д. гармоник равны (– p/2). 
Спектр такого магнитного поля представлен на рис. 4.8, а спектр 
электромагнитной волны в точке z= 257 см системы показан на рис. 4.9. 
 
  
Рис. 4.8. Зависимость амплитуд 
гармоник индукции магнитного поля 
B2,m ондулятора оконечной секции от 
номера гармоники  
Рис. 4.9. Зависимость модулей 
амплитуд гармоник электромаг-
нитного сигнала E1,m от номера 
гармоники для продольной 
координаты системы z = 257 см  
 
На рис. 4.10 представлены зависимости модулей комплексных 
амплитуд гармоник волны сигнала E1,m от продольной координаты z. Видим, 
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что модули комплексных амплитуд нечетных гармоник экспоненциально 
нарастают, и в области с координатой z=257 см имеют приблизительно 
одинаковое значение. 
 
 
Рис. 4.10. Зависимости модулей комплексных амплитуд гармоник волны 
сигнала E1,m от продольной координаты z оконечной секции  
 
На рис. 4.11 представлены зависимости начальных фаз комплексных 
амплитуд гармоник мультигармонической электромагнитной волны в 
зависимости от продольной координаты. Как видим, в области с продольной 
координатой z=257 см начальные фазы 1-й, 5-й, 9-й и т.д. гармоник 
приблизительно равны (+ p/2) (кривые 1 на рис. 4.11), а начальные  фазы 3-й, 
7-й, 11-й и т.д. гармоник соответственно равны (– p/2) (кривые 2 на 
рис. 4.11). 
Итак, двухпотоковый СЛСЭ формирует в точке z=257 см кластер 
электромагнитного поля, гармоники которого удовлетворяют условию (4.28). 
На рис. 4.12 показана зависимость плотности потока энергии 
электромагнитного сигнала от времени, нормированного на период первой 
гармоники t/T. Как и предполагалось, электромагнитный сигнал имеет вид 
короткого кластера длительностью »×=t - c1004,4 142p  40 фс. Учитывая, что 
период первой гармоники входного сигнала соответствует 12103,2 -×=T  с – 1 
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находим коэффициент сжатия 15=comf  (2.1). Когда электрический ток 
парциального электронного пучка равен 450 А мгновенная мощность такого 
кластера составляет 0,4 МВт. Средняя мощность такой кластерной волны 
будет равна 6,5 кВт. Таким образом, мультигармонические ДСЛСЭ способны 
формировать мощные ультракороткие кластеры электромагнитного поля. 
 
 
Рис. 4.11. Зависимости начальных фаз комплексных амплитуд гармоник 
волны сигнала E1,m от продольной координаты z оконечной секции. Кривые 1 
соответствуют 1-й, 5-й, 9-й и т.д. гармоникам, кривые 2 соответствуют 3-й, 
7-й, 11-й и т.д. гармоникам  
 
 
Рис. 4.12. Зависимость плотности потока энергии электромагнитного сигнала 
от нормированного времени t/T времени в оконечной секции с z = 257 см  
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4.6. Формирование кластеров электромагнитного поля в ДСЛСЭ с 
мультигармоническим входным сигналом  
 
Создание мультигармонических ондуляторов является достаточно 
сложной технологической задачей. Поэтому в ряде случаев технологически 
проще создать на входе в ДСЛСЭ-формирователь электромагнитный сигнал 
с мультигармоническим спектром и требования к параметрам 
мультигармонического ондулятора смягчаются. Именно этот случай мы 
исследуем в этом разделе.  
Когда на вход ДСЛСЭ клистронного типа подается 
мультигармонический сигнал, магнитное поле модулятора (позиция 7 
рис. 2.6; рис. 4.1) также должно быть мультигармоническим. Рассмотрим 
случай, когда на вход подается электромагнитный сигнал, у которого 
амплитуда первой гармоники, как и в выше рассмотренном случае, равна 
100 В/см, а амплитуда 20-й – 1 В/см. Смысл такого задания параметров 
мультигармонического входного сигнала состоит в следующем. Если в 
двухпотоковом электронном пучке возбудить первую гармонику и близкую к 
оптимальной частоте, то спектр мультигармонической ВПЗ будет подобен 
спектру, который изображен на рис. 3.17. Этот спектр отличается от спектра, 
формируемого только одной гармоникой, частота которой много меньше 
оптимальной, по форме и величине амплитуд гармоник ВПЗ (сравните 
рис. 3.17 и рис. 3.13). Из-за того что амплитуды гармоник ВПЗ в случае 
входной мультигармонической волны сигнала почти в 10 раз больше 
(рис. 3.17) амплитуд гармоник ВПЗ для монохроматического входного 
сигнала, то следует ожидать смягчение требований на амплитуды гармоник 
Н-убитронного поля накачки.  
Рассматриваем мультигармоническое поле накачки секции модуляции, 
в котором амплитуда 1-й гармоника равна 800 Гс, а 20-й – 200 Гс. Тогда на 
выходе из модулятора спектр волны ВПЗ будет по структуре практически 
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совпадать с изображенным на рис. 4.5, а на выходе с пролетной секции будет 
иметь вид рис. 4.13. 
 
 
Рис. 4.13. Спектр ВПЗ на выходе пролетной секции в случае 
мультигармонического входного сигнала 
 
Следует отметить, что на выходе из пролетной секции, как и в выше 
рассмотренном случае, аномальный спектр еще не сформирован. Его 
формирование продолжается и в оконечной секции. Одновременно с этим в 
этой секции происходит возбуждение мультигармонической 
электромагнитной волны благодаря множественным трехволновым 
параметрическим резонансам между мультигармонической волной ВПЗ, 
мультигармоническим Н-убитронным полем накачки. Амплитуду и 
начальную фазу гармоник мультигармонического магнитного поля накачки 
подбираем таким образом, чтобы в оконечной секции сформировать 
мультигармоническую электромагнитную волну, амплитуды и фазы которых 
удовлетворяли условиям формирования ультракороткого кластера (см. 
комментарии к соотношению (4.28)). Спектр магнитного поля оконечной 
секции представлен на рис. 4.14. Амплитуды гармоник электромагнитных 
волн имеют приблизительно одинаковые значения в этом случае в точке с 
продольной координатой z = 255 см. Спектр этих гармоник подобен 
приведенному на рис. 4.9. 
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Рис. 4.14. Зависимость амплитуд гармоник индукции магнитного поля B2,m 
ондулятора оконечной секции от номера гармоники для случая 
мультигармонического входного электромагнитного сигнала  
 
Из сравнения спектров, представленный на рис. 4.14 и 4.8, следует, что 
благодаря подаче на вход ДСЛСЭ 20-й гармоники удалось снизить уровень 
амплитуд магнитного поля почти в два раза. Как и в предыдущем случае 
(рис. 4.8) четные гармоники магнитного поля равны нулю. Поэтому четные 
гармоники электромагнитного поля тоже будут отсутствовать, то есть будет 
выполняться одно из условий формирования короткого кластера 
электромагнитного поля. Зависимости модулей комплексных амплитуд 
гармоник волны сигнала E1,m и начальных фаз от продольной координаты z 
подобны представленным на рис. 4.10 и 4.11.  
На рис. 4.15 показана зависимость плотности потока энергии 
электромагнитного сигнала от времени, нормированного на период первой 
гармоники t/T точке z = 255 см. Как и предполагалось, электромагнитный 
сигнал имеет вид короткого мощного кластера. Сравнивая рис. 4.15 и 4.12 
видим, что параметры кластеров электромагнитного поля, полученных в 
обоих случаях, являются практически одинаковыми. При этом амплитуды 
магнитного поля накачки оконечной секции уменьшены практически вдвое. 
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Рис. 4.15. Зависимость плотности потока энергии электромагнитного сигнала 
от нормированного времени t/T времени при координате оконечной секции 
z = 255 см в случае мультигармонического входного сигнала 
 
 
4.7. Выводы к разделу 4 
 
1. Впервые построена кубически-нелинейная самосогласованная теория 
мультигармонических двухпотоковых СЛСЭ, учитывающая множественные 
трехволновые резонансные взаимодействия гармоник волн (6 различных 
множественных взаимодействий).  
2. Исследовано влияние множественных трехволновых взаимодействий 
на динамику основной гармоники ДСЛСЭ, работающего в режиме усиления 
максимально мощного сигнала. Показано, что учет таких взаимодействий 
может приводить к уменьшению уровня электромагнитного сигнала в восемь 
и более раз. Основное влияние на такое снижение уровня насыщения 
оказывают множественные трехволновые взаимодействия между 
гармониками нарастающей волны.  
3. Впервые предложено для формирования мощных электромагнитных 
волн с широким спектром использовать режимы работы ДСЛСЭ, в которых 
первая гармоника ВПЗ много меньше критической частоты двухпотоковой 
неустойчивости. При этом становиться возможным формирование 
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мультигармонических электромагнитных волн с приблизительно 
одинаковыми амплитудами.  
4. Проведен амплитудный, фазовый и спектральный анализ процессов 
протекающих при формировании ультракоротких электромагнитных 
кластеров в устройствах, построенных на базе мультигармонических 
ДСЛСЭ. Выяснены условия, необходимые для формирования коротких 
кластеров электромагнитного поля. Рассмотрены два варианта формирования 
кластеров, которые различаются входным спектром электромагнитного 
сигнала. Продемонстрирована возможность создания ультракоротких 
кластеров электромагнитного поля в системах типа мультигармонические 
ДСЛСЭ. Показано, что в ДСЛСЭ с энергиями пучков ~ 3,3 МэВ возможно 
формирование кластеров с длительностями ~ 40 фс. 
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РАЗДЕЛ 5  
ПАРАМЕТРИЧЕСКИ-РЕЗОНАНСНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В 
ЭЛЕКТРОННО-ВОЛНОВЫХ СУПЕРГЕТЕРОДИННЫХ ЛСЭ 
 
В этом разделе проведено исследование параметрически-резонансных 
взаимодействий в электронно-волновых супергетеродинных ЛСЭ. В отличие 
от двухпотоковых СЛСЭ, рассмотренных в предыдущем разделе, которые 
работают на частотах меньших критической, параметрические электронно-
волновые СЛСЭ работают при частотах существенно превышающих 
критическую частоту. Характерными особенностями таких СЛСЭ является 
возможность работы на достаточно высоких для такого класса устройств 
частотах и высокий уровень монохроматичности электромагнитных волн. 
Основные научные результаты раздела опубликованы в работах [38–40, 63–
66]. 
 
5.1. Модель параметрического электронно-волнового СЛСЭ 
 
Рассматриваем следующую модель параметрического электронно-
волнового СЛСЭ. Вдоль оси Z  прибора движется релятивистский 
электронный пучок 1 (рис. 5.1), который состоит из двух взаимно 
проникающих электронных потоков, характеризующихся близкими по 
значению парциальными релятивистскими скоростями 2121 , uu<<u-u . 
Плазменные частоты парциальных электронных пучков считаем 
одинаковыми ppp w=w=w 21 , в поперечной плоскости пучок принимаем 
однородным, тепловым разбросом и столкновениями электронов 
пренебрегаем (см. подраздел 2.4.2).  
Двухскоростной релятивистский электронный пучок проходит через 
Н-убитронное магнитное поле, которое создается периодически реверсивной 
системой магнитов 2 с периодом ондуляции 1,2l  (или волновым числом 
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первой гармоники 1,21,2 2 lp=k ). Магнитное поле ондулятора 2 в приборе 
играет роль первой накачки. 
Электронный пучок 1, который подается на вход в систему, 
предварительно модулируется таким образом, что в нем создается 
продольная волна пространственного заряда, первая гармоника которой 
имеет частоту 1,gw  и волновое число 1,gk . Эта электронная волна играет роль 
второй (электронно-волновой) накачки. Также на вход в систему подается 
усиливаемая поперечная электромагнитная волна сигнала с частотой 1,1w  и 
волновым числом 1,1k .  
 
 
Рис. 5.1. Схема электронно-волнового двухпотокового ЛСЭ 
 
В результате параметрически-резонансного взаимодействия 
поперечной электромагнитной волны сигнала },{ 11 kw  и поперечного 
Н-убитронного магнитного поля накачки }{ 2k  в релятивистском электронном 
пучке возбуждается продольная волна пространственного заряда с частотой 
1,aw  и волновым числом 1,ak , которую будем называть рабочей. Частоты и 
волновые числа двух поперечных полей и одной продольной волны, которые 
находятся в волновом параметрическом резонансе (первый резонанс), 
связаны между собой соотношениями 
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 1,11, w=wa ,   1,21,11, kkk +=a . (5.1) 
 
Благодаря соответствующему выбору параметров, в исследуемой 
системе созданы условия для реализации еще одного параметрического 
резонанса между продольными волнами ВПЗ (второй резонанс). А именно, 
между волной ВПЗ электронной накачки },{ ggw k  и рабочей волной ВПЗ 
},{ aaw k , в результате чего возбуждается ВПЗ с частотой 1,bw  и волновым 
числом 1,bk , которую будем называть холостой. Частоты и волновые числа 
этих продольных волн ВПЗ удовлетворяют следующим условиям 
параметрического резонанса 
 
 1,1,1, gba w+w=w ,   1,1,1, gba += kkk . (5.2) 
 
Условия второго резонанса выбираем так, чтобы частота 1,aw  рабочей 
волны ВПЗ была наибольшей среди частот холостой волны 1,bw  и волны 
накачки 1,gw , а частота накачки 1,gw  – наименьшей. При этом 
параметрические резонансные взаимодействия выбираем такими, чтобы 
частота рабочей волны a существенно превышала критическую частоту. Как 
следует из анализа, проведенного в подразделе 3.2, такому условию 
соответствуют параметрические резонансные взаимодействия 13–16 типа 
(табл. 3.2). Второй резонанс продольных волн используем в качестве 
механизма дополнительного усиления рабочей волны a, которая участвует в 
формировании электромагнитного сигнала. Продольные волны, которые 
участвуют во втором параметрическом резонансе, выбираем так, чтобы они 
имели разный знак энергии. В этом случае имеет место усиление волны a 
благодаря трехволновому параметрическому резонансу продольных волн 
(подразд. 3.5.1, табл. 3.3).  
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В одним из вариантов такого типа взаимодействия, который будет 
рассматриваться далее в качестве основного, рабочую волну },{ aaw k  
выбираем так, чтобы она была быстрой, а волна накачки и холостая волна 
ВПЗ были медленными. В этом случае реализуется режим взрывной 
неустойчивости, который приводит к усилению всех трех продольных волн, 
участвующих в трехволновом взаимодействии, за счет перехода части 
кинетической энергии пучка в энергию волн ВПЗ. Также отметим, что 
выбирая в качестве рабочей быструю (а не медленную) волну ВПЗ, мы 
формируем систему с низким уровнем собственных шумов (высших 
гармоник) [24, 185, 186, 189]. В параметрическом резонансе же поперечных 
волн (электромагнитная волна сигнала },{ 11 kw , магнитное поле ондулятора 
}{ 2k , продольная рабочая волна ВПЗ },{ aaw k ) принимают участие волны, 
имеющие только положительную энергиею. Это означает, что усиление 
электромагнитной волны сигнала возможно лишь за счет энергии рабочей 
волны ВПЗ },{ aaw k , которая усиливается за счет взаимодействия 
продольных волн ВПЗ. То есть в данном устройстве принципиально 
необходим процесс, который бы обеспечивал рост рабочей волны ВПЗ. Этот 
дополнительный механизм обеспечивается параметрическим резонансом 
продольных волн },{ aaw k , },{ bbw k , },{ ggw k . Таким образом, в исследуемом 
приборе реализуется конкуренция механизмов нарастания и затухания 
рабочей волны ВПЗ: резонанс поперечных волн приводит к затуханию 
рабочей волны ВПЗ, резонанс продольных волн ВПЗ – к нарастанию. 
Понятно, что усиление электромагнитной волны сигнала },{ 11 kw  в данной 
системе возможно только тогда, когда увеличение энергии рабочей волны 
ВПЗ },{ aaw k  преобладает над ее уменьшением. Нелинейному анализу 
динамики усиления электромагнитной волны сигнала с учетом 
параметрических резонансных взаимодействий волн в электронно-волновых 
СЛСЭ и посвящен этот раздел. 
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5.2. Самосогласованная система кубически-нелинейных 
уравнений для комплексных амплитуд взаимодействующих 
волн  
 
Считаем, что линейно поляризованные электрическое ( 1E ) и магнитное 
( 1B ) поля электромагнитного сигнала, магнитное поле накачки ( 2B ) и поля 
волн ВПЗ ( aE , bE , gE ) имеют мультигармоническую природу: 
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где N  – количество гармоник, которое принимается во внимание при 
решении задачи, m  – тут и далее номер соответствующей гармоники, 
zmkp m 2,2 = , zktmp mm ,, 111 ccc -w=  ( 1,,,1 gba=c ). Таким образом, 
электрические и магнитные поля в рабочем объеме исследуемого СЛСЭ 
имеют вид 
 
 gba +++= EEEEE 1 ,   21 BBB += .  (5.4) 
 
В качестве исходных уравнений для численного анализа используем 
релятивистское квазигидродинамическое уравнение (2.6), уравнение 
непрерывности (2.7) и уравнения Максвелла (2.8). Также считаем 
выполненными условия пренебрежения столкновениями и разбросом 
электронов по скоростям (2.9). Учитывая, что в рассматриваемой модели  все 
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величины зависят только от продольной координаты z и времени t, 
соотношения (2.6)–(2.9) можно записать в виде (4.6)–(4.9). 
Решение системы уравнений (4.6)–(4.9), как в предыдущем разделе, 
разбиваем на три формально независимых этапа: 1) нахождение задачи 
движения (4.6)–(4.7) двухскоростного релятивистского электронного пучка в 
заданных электромагнитных полях; 2) решение уравнения непрерывности 
(4.8), полагая, что скорости электронного пучка уже известны; 3) решение 
задачи о возбуждении электромагнитных полей (4.9), полагая скорости и 
концентрации уже известными функциями.  
Задачи движения и уравнения непрерывности решаем с помощью 
модернизированного метода усредненных характеристик, задачу о 
возбуждении электромагнитного поля – с помощью метода медленно 
меняющихся амплитуд. При этом учитываем особенности параметрически-
резонансных взаимодействий  (5.1)–(5.2). Отметим, что алгоритм решения 
этих задач аналогичен описанному в подразделе 4.3. Несмотря на то, что 
исходные уравнения (4.6)–(4.9) и для электронно-волнового СЛСЭ, и для 
двухпотокового СЛСЭ одинаковы, решения этих задач для разных типов 
СЛСЭ отличаются. Это обусловлено тем, что во взаимодействиях принимают 
разные типы волн (в ДСЛСЭ – докритические, в электронно-волновых СЛСЭ 
– закритические), различными условиями параметрически-резонансных 
взаимодействий.  
Для решения задачи движения преобразуем уравнения (4.6)–(4.7) к 
стандартному виду (2.10). Включим в такую систему уравнения для быстрых 
фаз mp ,1c . Будем считать, что амплитуды волн mE ,c  медленно меняются с 
изменением продольной координаты z. Для описания такой зависимости 
введем медленную продольную координату x=z /z . Так как будем решать 
граничную задачу, то в полученных уравнениях перейдем от производной по 
времени к производной по координате, используя известное соотношение для 
скорости zdzdt u= / . В итоге получим систему в стандартом виде 
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В этих уравнениях, исходя из (5.3), 1EEx = , 21 BBBy += , 
gba ++= EEEEz , амплитуды полей )(,1,1 z= cc mm EE , )(,1,1 z= mm BB  являются 
медленно меняющимися функциями от продольной координаты z , индекс 1c  
принимает значения 1,,, gba . 
Сравним систему (5.5)–(5.7) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNqqNqqNNqq pppppppppp ,,1,,,,1,,,,1,,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,,,...,,,..., ggbbaa=ψ , 
 { }NqqNqqNqqNNqq ,,1,,,,1,,,,1,,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,,,...,,,..., ggbbaa WWWWWWWWWW=Ω . 
 
Далее используем описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм 
модернизированного метода усредненных характеристик для случая 
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нескольких быстрых фаз. В соответствии с этим алгоритмом переходим к 
усредненным переменным 
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Уравнения для усредненных переменных имеют вид 
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Ограничиваемся третьим приближением по x/1 . Алгоритм нахождения 
)(nu  и )(nA  известен и описан в (2.22)–(2.28). Из этих формул, в частности, 
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и так далее. Детали подобных преобразований описаны в [299]. В результате 
получаем решения как для скорости (5.9), так и для ее постоянной 
составляющей (5.10).  
Решение уравнения непрерывности находим аналогично. 
Преобразовываем уравнение (4.8) к стандартному виду (2.10). Скорость 
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считаем известной функцией (5.9), (5.10) от быстрых фаз, постоянной 
составляющей скорости и медленно меняющихся амплитуд электрических и 
магнитных полей. Включим в такую систему уравнения для быстрых фаз 
(5.7). В итоге получим систему в стандартом виде 
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Сравним систему (5.11) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNqqNqqNNqq ,,1,,,,1,,,,1,,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,,,...,,,..., ggbbaa WWWWWWWWWW=Ω . 
 
Напомним, что скорость здесь считается известной. Далее используем 
описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм модернизированного метода 
усредненных характеристик, переходим к усредненным переменным  
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Уравнения для усредненной концентрации имеют вид 
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Используем алгоритм нахождения )(nu  и )(nA , который описан 
соотношениями (2.22)–(2.28). В результате находим функции x/)1(nu , 
2)2( / xnu , 
3)3( /xnu , x/
)1(
nA , 
2)2( / xnA , 
3)3( / xnA , которые определяют решения для 
концентрации (5.13), (5.14) с точностью до кубических слагаемых по x/1 . 
Детали подобных преобразований описаны в [299]. 
Для получения решений задачи о возбуждении электромагнитных 
полей выражения для скорости (5.9) и концентрации (5.13) подставляем в 
уравнения Максвелла (4.9). Учитываем, что выражения для скорости и 
концентраций парциальных пучков, полученные методом усредненных 
характеристик, имеют вид рядов по малому параметру x/1 . Разлагаем их 
также в ряды по гармоникам быстрых фаз. В результате проведенных 
вычислений получаем для амплитуд напряженности электрического поля 
электромагнитной волны сигнала },{ 11 kw , рабочей электронной волны ВПЗ 
},{ aaw k , электронной волны накачки },{ ggw k  и холостой волны ВПЗ 
},{ bbw k  систему дифференциальных уравнений в кубически-нелинейном 
приближении 
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В этих уравнениях: 
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дисперсионные функции соответственно электромагнитной волны сигнала и 
волны ВПЗ для m-й гармоники; индекс c  принимает значения gba ,, ; 
( )
mxxx p
q
qqnqqnqqm uuuuunc
eF
,1
2
1
)1(
,
)2(
,
)2(
,
)1(
,
)3(
,3,1
14
>++
x
<
p
= å
=
uuu , mp
q
qnm ueF ,
2
1
)3(
,3,
14
c
>
x
<p= å
=
c  – 
функции, учитывающие кубически нелинейные слагаемые, в том числе, и 
связанные с параметрическими резонансными взаимодействиями в 
исследуемой системе. Функции x/)1( ,qnu  
2)2(
, / xqnu , 
3)3(
, / xqnu  определяют 
осцилляторные слагаемые концентрации (5.13) парциальных пучков в 
первом, втором и третьем приближении соответственно; xu /
)1(
,qx
u  2)2( , / xu qxu , 
3)3(
, / xu qxu  – осцилляторные компоненты скорости xu  (5.9). 1,md  – символ 
Кронекера. 
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Коэффициенты в (5.15) также зависят от постоянных составляющих 
скоростей qu  и концентраций qn  парциальных пучков. Поэтому систему 
уравнений (5.15) дополним уравнениями для постоянных составляющих  
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q
qnq AN  учитывают кубически нелинейные 
слагаемые, зависят от волновых чисел, частот, амплитуд полей, постоянных 
составляющих скоростей qu  и концентраций qn  парциальных пучков. 
Полученную систему кубически-нелинейных уравнений (5.15)–(5.19) 
анализируем численно. Эта система уравнений описывает нелинейные 
процессы в параметрическом электронно-волновом двухпотоковом ЛСЭ, 
позволяет определить уровни насыщения и другие параметры исследуемого 
устройства.  
 
5.3. Режимы работы параметрических электронно-волновых 
СЛСЭ  
 
Режимы работы параметрических электронно-волновых СЛСЭ 
определяются типами волн, участвующих в параметрически-резонансных 
взаимодействиях (5.1)–(5.2). Как известно типы волн определяются 
решениями дисперсионных уравнений для поперечных 
0),( ,1,1,1,1 =wº mmmm kDD  и продольных 0),( ,,,, =wº cccc mmmm kDD  волн, где 
),( ,1,1,1 mmm kD w , ),( ,,, mmm kD ccc w  дисперсионные функции, которые 
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определяются выражениями (5.16). В подразделе 3.2 выяснено, что в 
двухскоростном электронном пучке могут распространяться семь типов волн 
ВПЗ (табл. 3.1, соотношение (3.7)), четыре из которых имеют частоту 
превышающую критическую (3.8). Также было получено, что эти волны 
могут формировать шестнадцать типов трехволновых резонансных 
взаимодействий (табл. 3.2). Лишь четыре из этих резонансных 
взаимодействий могут усиливать продольную волну a, частота которой 
намного превышает критическую частоту. Это 13, 14, 15 и 16 типы 
взаимодействий (табл. 3.2). Напомним, мы проводим исследование СЛСЭ, 
частота электромагнитного сигнала которого намного превышает 
критическую частоту и, исходя из резонансного условия (5.1) равна частоте 
рабочей волны a. Таким образом, именно эти типы взаимодействий и 
определяют разнообразие режимов работы параметрических электронно-
волновых СЛСЭ.  
Проведем слабосигнальный анализ таких режимов взаимодействия, 
используя систему (5.15)–(5.19) в приближении сильной накачки. То есть 
считаем, что на начальном этапе взаимодействия Н-убитронное поле накачки 
2B  и электронно-волновое поле накачки gE  являются достаточно большими 
и практически не меняются. Убирая из системы (5.15)–(5.19) кубически 
нелинейные слагаемые, получаем уравнения для первых гармоник 
взаимодействующих волн 
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Ищем решение этой системы уравнений в виде )exp(~,, 1,1,1,1 zEEE Gba . 
Подстановка таких решений в (5.20) позволяет найти выражение для 
результирующего инкремента нарастания волн в исследуемом СЛСЭ  
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соответственно инкремент нарастания, который определяется 
параметрическим резонансом электронных волн (электронно-волновой 
механизм), и инкремент нарастания, который определяет параметрическое 
затухание рабочей ВПЗ за счет взаимодействия поперечных полей в СЛСЭ. 
Проведем анализ результирующего инкремента нарастания G  (5.21) в 
зависимости от частоты электромагнитной волны сигнала для каждого из 
выше указанных типов взаимодействий. 
Рассмотрим режим работы электронно-волнового СЛСЭ, в котором 
продольные волны характеризуются 16-м типом трехволнового 
взаимодействия (табл. 3.2). На рис. 5.2 представлена зависимость 
результирующего инкремента нарастания G  (5.21) от частоты 
электромагнитной волны сигнала 1w  (кривая 3). Кривая 1 описывает 
аналогичную зависимость для инкремента 1G , а кривая 2 – для величины 2G  
(5.22). Расчеты выполнены при следующих параметрах системы: среднее 
значение релятивистского фактора 5.40 =g ; разность релятивистских 
факторов 2,0=gD ; плазменная частота каждого из электронных пучков 
10105,3 ×=wp  с
 – 1; напряженность поля электронно-волновой накачки 
4,01, =gE  МВ/м, индукция магнитного поля накачки 04,01,2 =B  Тл. Отметим, 
с точки зрения традиционных параметрических ЛСЭ [7–16] такие значения 
параметров являются достаточно умеренными.  
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Рис. 5.2. Зависимость результирующего инкремента нарастания G  (крива 3), 
инкремента нарастания продольных волн 1G  (кривая 1) и величины 2G  
(кривая 2) от частоты электромагнитной волны сигнала 1w  при 
использовании взаимодействия продольных волн 16-го типа (табл. 3.2) 
 
Из рис. 5.2 следует, что результирующий инкремент нарастания 
(кривая 3) с увеличением частоты сигнала сначала увеличивается (когда 
частота сигнала близка к критической частоте crw>w=w a1 ), а потом 
стремится к некоторой постоянной величине. Такое поведение, в первую 
очередь, обусловлено, как следует из рис. 5.2, влиянием инкремента 1G  
(кривая 1), который обусловлен электронно-волновым взаимодействием. Из 
рис. 5.2 следует, что с повышением частоты величина 2G  (кривая 2), которая 
определяется параметрическим резонансом рабочей ВПЗ с поперечными 
полями в СЛСЭ, уменьшается. Это означает, что динамика результирующего 
инкремента нарастания с повышением частоты определяется именно 
параметрическим электронно-волновым резонансом. При этом следует 
обратить внимание на достаточно высокие (для субмиллиметрового 
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диапазона) значения результирующего инкремента нарастания при 
достаточно умеренных технологических параметрах исследуемой системы.  
Нетрудно найти, исходя из дисперсионных решений (3.7) 
дисперсионного уравнения (5.16) для продольных волн ВПЗ и условий 
параметрического резонанса (5.2), частоту электронно-волновой накачки для 
исследуемого случая. Она равняется, как следует из (3.22), 
( ) ( )23021, 2/13 dgd-w=wg p . Подставляя в эту формулу параметры исследуемой 
системы, находим 12108,4 ×=wg  с
-1, что соответствует длине волны ВПЗ ~ 0,4 
мм. Заметим, что для различных частот электромагнитной волны, а значит и 
рабочей волны  1,1,1 aw=w  частота волны накачки остается постоянной. 
Частота продольной волны b находится как 1,1,11, gb w-w=w . 
Рассмотрим режим работы электронно-волнового СЛСЭ, в котором 
продольные волны характеризуются 15-м типом трехволнового 
взаимодействия (табл. 3.2). На рис. 5.3 представлены аналогичные, как и на 
рис. 5.2, зависимости результирующего инкремента нарастания G  (кривая 3), 
1G  (кривая 1) и || 2G  (кривая 2) от частоты электромагнитного сигнала 1w . 
Расчеты проведены при таких же параметрах, как и в случае рис. 5.2. 
Отличие состоит лишь в том, что здесь в параметрическом резонансе 
продольных волн принимают участие другие типы волн (табл. 3.2). 
Сравнивая зависимости на рис. 5.3 и 5.2 следует отметить, что они 
подобны. Однако здесь имеется принципиальное отличие. Знак величины 22G  
меняется на противоположный. В итоге результирующий инкремент G  
находится не как разность вкладов от 21G  и 
2
2G , а как их сумма. Это связано с 
тем, рабочая волна a в этом трехволновом параметрическом резонансе 
является медленной (в предыдущем случае была быстрой), а значит, обладает 
отрицательной энергией. Поэтому параметрический резонанс поперечных 
волн (5.1) приводит к нарастанию волн (в рассмотренном ранее варианте 
приводил к затуханию волны a), что математически отразилось в изменении 
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знака у величины 22G . В итоге результирующий инкремент нарастания для 
рассматриваемого случая оказывается большим, чем в представленном на 
рис. 5.2. Причем такое увеличение связано не только с суммированием 
вкладов от параметрических резонансов поперечных и продольных волн, но 
и увеличением инкремента 1G  по сравнению со случаем, изображенном на 
рис. 5.2. Несмотря на то, что результирующий инкремент нарастания 
определяется суммой вкладов от 21G  и 
2
2G , он как и в предыдущем варианте 
(рис. 5.2) определяется динамикой 1G , так как 
2
1G  гораздо больше 
2
2G .  
 
 
Рис. 5.3. Зависимость результирующего инкремента нарастания G  (кривая 3), 
инкремента нарастания продольных волн 1G  (кривая 1) и величины || 2G  
(кривая 2) от частоты электромагнитной волны сигнала 1w  при 
использовании взаимодействия продольных волн 15-го типа (табл. 3.2) 
 
Частота накачки в рассматриваем варианте параметрических 
взаимодействий находится также как и в предыдущем случае и имеет такое 
же значение. Для различных частот электромагнитной волны, а значит и 
рабочей волны 1,1,1 aw=w  частота волны накачки остается постоянной. 
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Отличие состоит лишь в том, что здесь тип волны накачки – быстрая волна 2-
го пучка, когда ранее – медленная волна 1-го пучка. 
Рассмотрим режим работы электронно-волнового СЛСЭ, в котором 
продольные волны характеризуются 14-м типом трехволнового 
взаимодействия (табл. 3.2). На рис. 5.4 представлены аналогичные, как и на 
рис. 5.2, зависимости инкрементов нарастания G  (кривая 3), 1G  (кривая 1), и 
2G  (кривая 2) от частоты 1w . Расчеты проведены при таких же параметрах, 
как и в предыдущих случаях. Отличие состоит лишь в потому, что здесь 
участие в параметрическом резонансе продольных волн берут другие типы 
волн (табл. 3.2). 
 
 
Рис. 5.4. Зависимость результирующего инкремента нарастания G  (крива 3), 
инкремента нарастания продольных волн 1G  (кривая 1) и величины 2G  
(кривая 2) от частоты электромагнитной волны сигнала 1w  при 
использовании взаимодействия продольных волн 14-го типа (табл. 3.2) 
 
Сравним зависимости, которые изображены на рис. 5.4 и рис. 5.2–5.3. 
Видим, что в исследуемом случае характер поведения инкремента 
нарастания 1G , который определяется параметрическим резонансом 
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электронных волн, оказывается другим. Также следует отметить, что 
результирующий инкремент нарастания здесь в 3 раза меньше, чем в случае 
рис. 5.2 и 5.3. Это связано с тем, что здесь трехволновой параметрический 
резонанс продольных волн классифицируется как распад с повышением 
частоты, тогда как в предыдущем случае имела место взрывная 
неустойчивость (табл. 3.3).  
Нетрудно найти, исходя из дисперсионных решений (3.7) 
дисперсионного уравнения (5.16) для продольных волн ВПЗ и условий 
параметрического резонанса (5.2), частоту электронно-волновой накачки для 
исследуемого случая. Она равняется, как следует из (3.18), 
( )22)/( 2301, -dgw»wg p . Подставляя в эту формулу параметры исследуемой 
системы, находим 12103,1 ×=wg  с
-1, что соответствует длине волны ВПЗ ~ 1,4 
мм. Заметим, что для различных частот электромагнитной волны, а значит и 
рабочей волны  1,1,1 aw=w  частота волны накачки остается постоянной. 
Частота продольной волны b находится как 1,1,11, gb w-w=w . 
Рассмотрим режим работы электронно-волнового СЛСЭ, в котором 
продольные волны характеризуются 13-м типом трехволнового 
взаимодействия (табл. 3.2). Параметрически-резонансное взаимодействие 
продольных волн в этом случае, как и для варианта рассмотренном на 
рис. 5.4, классифицируется как распад с повышением частоты (табл. 3.3). 
Поэтому зависимости инкрементов нарастания имеют вид аналогичный как 
для рис. 5.4. Однако в рассматриваемом случае волна a – медленная волна 
1-го пучка, характеризуется отрицательной энергией. Поэтому 
параметрическое резонансное взаимодействие поперечных волн приводит к 
нарастанию рабочей волны a (в варианте, который изображен на рис. 5.4, 
такое взаимодействие приводит к затуханию волны a). Поэтому 
результирующий инкремент G  находится не как разность вкладов от 21G  и 
2
2G , а как их сумма. Тем не менее, порядок инкрементов в этом случае 
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оказывается приблизительно в три раза меньшим, чем в приведенных на 
рис. 5.3 и 5.2 вариантах расчетов. Волна накачки оказывается такой же, как и 
в предыдущем случае. Для различных частот электромагнитной волны, а 
значит и рабочей волны частота волны накачки остается постоянной. 
Отличие состоит лишь в том, что здесь тип волны накачки – медленная 
докритическая волна, когда ранее – быстрая докритическая волна. 
Сравнивая четыре рассмотренных выше случая, видим, что 
наибольшие инкременты нарастания имеют место, когда используются 16-й 
и 15-й типы трехволнового взаимодействия (рис. 5.2 и 5.3). В обоих 
вариантах взаимодействия реализуется взрывная неустойчивость (табл. 3.3). 
Поэтому эти варианты взаимодействия наиболее предпочтительно 
использовать в электронно-волновом СЛСЭ. Среди этих вариантов следует 
выделить тот, который использует в качестве рабочей медленную волну (16-й 
тип трехволнового взаимодействия, табл. 3.2). С одной стороны, как 
показывает сравнение рис. 5.2 и 5.3, инкременты нарастания в этом случае 
оказываются практически одинаковыми. С другой стороны, так как рабочей 
волной является медленная волна, то следует ожидать работу такого СЛСЭ с 
низким уровнем шума [184–192]. Поэтому для дальнейшего анализа 
выбираем именно вариант на основе параметрического резонансного 
взаимодействия продольных волн 16-го типа. Также заметим, что при 
достаточно умеренных требованиях к параметрам электронного пучка 
электронно-волновые СЛСЭ имеют достаточно высокие инкременты 
нарастания (~ 0,05 см – 1) в инфракрасном диапазоне длин электромагнитных 
волн (~ 6 мкм). 
Проанализируем инкременты нарастания волн электронно-волнового 
СЛСЭ при параметрическом резонансном взаимодействии продольных волн 
16-го типа в зависимости от его параметров. 
На рис. 5.5 представлена зависимость результирующего инкремента 
нарастания G  (крива 3), инкремента нарастания продольных волн 1G  (кривая 
1) и величины 2G  (кривая 2) от разницы релятивистских факторов 
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парциальных релятивистских парциальных электронных пучков gD . Расчеты 
проводились при таких же параметрах системы, как и в случае рис. 5.2–5.4. 
Частота электромагнитной волны сигнала выбиралась равной 1141 c101
-×=w . 
 
 
Рис. 5.5. Зависимость результирующего инкремента нарастания G  (крива 3), 
инкремента нарастания продольных волн 1G  (кривая 1) и величины 2G  
(кривая 2) от разницы релятивистских факторов парциальных 
релятивистских электронных пучков gD  при использовании взаимодействия 
продольных волн 16-го типа (табл. 3.2) 
 
Как следует из рис. 5.5, при уменьшении величины gD  имеет место 
увеличение результирующего инкремента нарастания. При этом следует 
принять во внимание, что минимальное значение gD  ограничено тепловым 
разбросом электронов по энергиям и условием, что фиксированная частота 
aw=w1  должна быть больше критической частоте (3.8)  
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которая зависит обратно пропорционально от разницы релятивистских 
факторов.  
На рис. 5.6 представлена зависимость результирующего инкремента 
нарастания G  (кривая 3), инкремента нарастания продольных волн 1G  
(кривая 1) и величины 2G  (кривая 2) от среднего значения релятивистского 
фактора двухскоростного электронного пучка 0g . Видим, что с увеличением 
релятивистского фактора результирующий инкремент нарастания остается 
практически постоянной величиной. Это означает, что исследуемый в работе 
эффект усиления электромагнитного сигнала имеет место в довольно 
широких интервалах релятивистского фактора 0g . 
 
 
Рис. 5.6. Зависимость результирующего инкремента нарастания G  
(кривая 3), инкремента нарастания продольных волн 1G  (кривая 1) и 
величины 2G  (кривая 2) от среднего значения релятивистского фактора 
двухскоростного электронного пучка 0g  при использовании взаимодействия 
продольных волн 16-го типа (табл. 3.2) 
 
208 
5.4. Нелинейная динамика параметрических резонансных 
взаимодействий  
 
Проведем анализ нелинейной динамики волновых процессов в 
параметрических электронно-волновых СЛСЭ, которые описываются 
системой нелинейных уравнений (5.15)–(5.19), с использованием 
стандартных численных методов. Используем в качестве дополнительного 
механизма усиления супергетеродинного ЛСЭ трехволновое взаимодействие 
продольных волн ВПЗ 16-го типа (табл. 3.2). Рассматриваем СЛСЭ, 
параметры которого представлены в табл. 5.1.  
 
Таблица 5.1 
Параметры электронно-волнового СЛСЭ 
Параметр Значение 
Длина волны сигнала  80 мкм 
Период ондуляции 1,2l  5 мм 
Индукция магнитного поля накачки 1,2B  200 Гс 
Парциальная ленгмюровская частота пучка pw  10103 ×  с-1 
Среднее значение релятивистского фактора 0g  6 
Разность релятивистских факторов электронных пучков gD  0,7 
 
Свойства исследуемого СЛСЭ подбираем таким образом, чтобы, с 
одной стороны, длина усиливаемой электромагнитной волны сигнала 
принадлежала субмиллиметровому диапазону длин волн (определяется 
средним значение релятивистского фактора 0g  и периодом ондуляции 1,2l ), 
а, с другой стороны, частота электронной волны накачки gw  была достаточно 
невысокой (определяется (3.22)) Как следует из формулы (3.22), частота 
электронно-волновой накачки существенно зависит от среднего значения 
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релятивистского фактора пучка 0g  и разности релятивистских факторов 
парциальных электронных пучков gD  (определяет относительную разность 
скоростей d ). То есть при повышении gD  происходит уменьшение частоты 
накачки gw .  
На рис. 5.7 показана зависимость нормированной амплитуды 1-й 
гармоники электромагнитной волны сигнала 1,1E  от нормированной длины 
LzT /=  ( 300=L  см) в электронно-волновом ЛСЭ (кривая 1) в сравнении с 
аналогичной зависимостью для эквивалентного традиционного 
параметрического ЛСЭ (кривая 2). В эквивалентном параметрическом ЛСЭ 
используется однопотоковый электронный пучок с такой же силой тока, как 
и в случае двухпотокового пучка, который используется в электронно-
волновом ЛСЭ. Параметры магнитного поля накачки, электромагнитной 
волны сигнала и для электронно-волнового ЛСЭ, и для эквивалентного 
параметрического ЛСЭ выбираем одинаковыми.  
 
 
Рис. 5.7. Зависимость амплитуды первой гармоники электромагнитной волны 
сигнала электронно-волнового СЛСЭ (кривая 1) и эквивалентного 
Н-убитронного ЛСЭ (кривая 2) от нормированной длины системы  
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Как видим, уровни насыщения электромагнитной волны сигнала и в 
электронно-волновом ЛСЭ, и в эквивалентном параметрическом ЛСЭ 
являются приблизительно одинаковыми. Однако длина насыщения 
электронно-волнового ЛСЭ 1sT  является гораздо меньшей, чем в случае 
эквивалентного параметрического ЛСЭ 2sT  (см. рис. 5.7). Из этого также 
следует, что исследуемые электронно-волновые ЛСЭ обладают более 
высокими инкрементами нарастания по сравнению с эквивалентными 
электронно-волновыми ЛСЭ. 
На рис. 5.8 показана динамика продольных волн ВПЗ, между которыми 
осуществляется параметрически-резонансное взаимодействие (второй 
резонанс). Здесь представлены зависимости первых гармоник рабочей волны 
 
 
Рис. 5.8. Зависимость амплитуд первых гармоник рабочей волны ВПЗ 1,aE  
(кривая 1), холостой волны ВПЗ 1,bE  (кривая 2) и электронной волны накачки 
1,gE  (кривая 3) от нормированной длины системы T  электронно-волнового 
супергетеродинного ЛСЭ  
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ВПЗ 1,aE  (кривая 1), холостой волны ВПЗ 1,bE  (кривая 2) и электронной 
волны накачки 1,gE  (кривая 3) от нормированной длины системы T . Видим, 
благодаря тому, что в параметрическом резонансе продольных волн 
принимают участие волны ВПЗ с разным знаком энергии, амплитуды всех 
взаимодействующих волн ВПЗ, включая волну электронной накачки, 
нарастают. Поэтому, используя достаточно мощную низкочастотную 
электронно-волновую накачку },{ ggw k  (кривая 3) удается создать мощную 
рабочую волну ВПЗ },{ aaw k  (кривая 1), через которую передается энергия 
двухскоростного электронного пучка высокочастотной электромагнитной 
волне сигнала },{ 11 kw . При этом уровень амплитуды рабочей волны ВПЗ 
},{ aaw k  оказывается меньше уровня амплитуд холостой волны и волны 
накачки. Это связано с тем, что динамика рабочей волны ВПЗ },{ aaw k  
определяется двумя конкурирующими механизмами: резонанс продольных 
волн ВПЗ приводит к ее нарастанию, резонанс поперечных волн – к 
затуханию.  
Как показывает анализ, выполненный с помощью системы уравнений 
(5.15), постоянные составляющие парциальных скоростей релятивистского 
электронного пучка из-за взаимодействия волн в электронно-волновом СЛСЭ 
уменьшаются. С одной стороны, благодаря этому имеет место рост амплитуд 
всех взаимодействующих волн, то есть идет перекачка энергии 
релятивистского электронного пучка в энергию электромагнитной волны 
сигнала. С другой стороны, уменьшение постоянных составляющих 
скоростей парциальных пучков приводит к нарушению условий 
параметрического резонанса (5.1), (5.2). Дело в том, что волновые числа, 
которые входят в условия параметрического резонанса (5.1), (5.2) находятся 
как решения соответствующих дисперсионных уравнений, которые зависят 
от частот волн и скоростей парциальных пучков. В случае изменения 
скоростей пучков, естественно, меняются и соответствующие волновые 
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числа, то есть резонансные условия (5.1), (5.2) нарушаются. Такой тип 
насыщения называют нелинейным сдвигом частоты [13, 15, 88, 195]. Причем 
чувствительность к нелинейному сдвигу частоты оказывается более высокой 
для волн ВПЗ, которые участвуют во втором параметрическом резонансе 
(волны gba ,, ). 
Следует отметить, что уравнения (5.15)–(5.19) описывают поведение 
также и высших гармоник взаимодействующих волн. Численный анализ 
динамики высших гармоник показывает, что их амплитуды в 100 и более раз 
меньше основной гармоники. То есть высшие гармоники слабо влияют на 
динамику основных гармоник, и это является особенностью исследуемой 
системы. Таким образом, в изучаемом электронно-волновом ЛСЭ 
формируются волны, имеющие достаточно высокий уровень 
монохроматичности. 
 
5.5. Выводы к разделу 5 
 
1. Впервые построена кубически-нелинейная теория параметрических 
резонансных взаимодействий в электронно-волновых СЛСЭ с Н-убитронной 
накачкой, в которых в качестве дополнительного механизма усиления 
используется трехволновые резонансные взаимодействия продольных волн 
ВПЗ, с частотами, превышающими критическую частоту двухпотоковой 
неустойчивости.  
2. Выяснено, что в качестве таких дополнительных механизмов могут 
использоваться четыре различных типа трехволновых параметрических 
резонансов продольных волн, а значит, исследуемые СЛСЭ могут работать в 
четырех различных режимах. Проведен анализ инкрементов нарастания волн 
для различных режимов работы. Получено, что наиболее высокими 
инкрементами нарастания характеризуются два из них, для которых на 
слабосигнальном этапе развития процессов имеет место взрывная 
неустойчивость. 
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3. Проведен анализ уровней и механизмов насыщения. Выяснено, что 
насыщение в электронно-волновых СЛСЭ связано с нелинейным сдвигом 
частоты. Получено, что электронно-волновые СЛСЭ благодаря 
использованию дополнительного механизма усиления имеют существенно 
меньшие длины насыщения по сравнению с эквивалентными 
параметрическими ЛСЭ при практически одинаковых уровнях насыщения. 
4. Проанализирована динамика высших гармоник в электронно-
волновых ДСЛСЭ и выяснено, что в выходном сигнале вторая и высшие 
гармоники гораздо меньше основной. Показана перспективность 
использования данных систем как высокоэффективных усилителей 
мощности субмиллиметрового-инфракрасного диапазонов волн с высоким 
уровнем монохроматичности. 
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РАЗДЕЛ 6  
МУЛЬТИГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ В ПЛАЗМЕННО-
ПУЧКОВЫХ СЛСЭ ДОПЛЕРТРОННОГО ТИПА 
 
В этом разделе проведено исследование мультигармонических 
процессов в плазменно-пучковых СЛСЭ доплертронного типа. Основным 
преимуществом таких СЛСЭ является то, что они имеют существенно 
большие по сравнению с двухпотоковыми СЛСЭ инкременты нарастания. 
Недостаток – длина волны таких устройств не выходит за пределы диапазона 
мм-субмм длин волн. Основные научные результаты раздела опубликованы в 
работах [41, 42, 67–68]. 
 
6.1. Модель плазменно-пучкового СЛСЭ доплертронного типа 
 
Схема плазменно-пучкового супергетеродинного лазера на свободных 
электронах с доплертронной накачкой (ППСЛСЭ) представлена на рис. 6.1. 
Электронный релятивистский пучок 1 с ленгмюровской частотой bw  
проходит через плазму, характеризующейся ленгмюровской частотой pw . 
Плазменно-пучковая система размещена в продольном фокусирующем 
магнитном поле с индукцией 0B . Накачку выбираем в виде замедленной 
электромагнитной волны [86–88, 150] с частотой и волновым числом первой 
гармоники соответственно 1,2w  и 1,2k , которая распространяется навстречу 
электронному пучку 1. На вход системы также подаем электромагнитный 
сигнал с частотой 1,1w  и волновым числом 1,1k . В результате 
параметрического резонанса между волной сигнала },{ 11 kw  и накачки 
},{ 22 kw  в плазменно-пучковой системе возбуждается волна 
пространственного заряда с частотой 1,3w  и волновым числом 1,3k . Частоты и 
волновые числа этих волн в исследуемой системе связаны между собой 
условием параметрического резонанса  
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 1,21,11,3 w-w=w ,  1,21,11,3 kkk += . (6.1) 
 
При этом параметры системы выбираем таким образом, что бы волна ВПЗ 
},{ 33 kw  имела максимальный инкремент нарастания вследствие плазменно-
пучковой неустойчивости. 
Особенностью исследуемого ППСЛСЭ является то, что здесь 
реализуется эффект супергетеродинного усиления [13–17]. Сущность его 
состоит в использовании дополнительного механизма усиления одной из 
трех волн, которые принимают участие в параметрическом резонансе. В 
данном случае в качестве дополнительного механизма усиления выступает 
эффект усиления волны пространственного заряда за счет плазменно-
пучковой неустойчивости. Роль самого трехволнового параметрического 
резонанса в исследуемом приборе сводится лишь к переносу 
дополнительного усиления с ВПЗ на электромагнитную волну сигнала 
},{ 11 kw .  
 
 
Рис. 6.1. Схема плазменно-пучкового СЛСЭ доплертронного типа 
 
Еще одной особенностью исследуемой системы является то, что в 
качестве волны накачки здесь используется замедленная электромагнитная 
волна, закон дисперсии которой имеет вид ([86–88, 150])  
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 2
1,2
1,2 Nc
k ×
w
» , (6.2) 
 
где HpN www= 1,22 /  – коэффициент замедления;  
)/(0 cmeB eH =w  – циклотронная частота вращения электронов плазмы.  
Параметры системы выбираем, таким образом чтобы 12 >>N . Благодаря 
этому в данном приборе появляется возможность усиливать 
электромагнитный сигнал, частота которого намного больше частоты 
накачки [18] 
 
 )1/()1( 221 b-b×+w=w N , (6.3) 
 
где cbz /u=b  – отношение скорости электронного пучка к скорости света. 
Понятно, что, используя релятивистские пучки ( 11 <<b- ), мы также можем 
дополнительно увеличить частоту усиливаемой электромагнитной волны. 
 
6.2. Система кубически-нелинейных укороченных уравнений для 
комплексных амплитуд волн 
 
Считаем считать, что волна электромагнитного сигнала (обозначаем 
индексом 1), электромагнитная волна накачки (обозначаем индексом 2) и 
продольная электронная волна (обозначаем индексом 3) имеют 
мультигармоническую природу. Тогда электрические E  и магнитные B  
компоненты полей в исследуемой системе будут иметь вид  
 
 ( )[ ]å
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++=
N
m
ip
ymyxmx ckeEE m
1
,1,11 ..,1eeE ,  ( )[ ]å
=
++=
N
m
ip
ymyxmx ckeBB m
1
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( )[ ]å
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1
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Здесь zktmp mm ,1,, ccc -w=  ( 3,2,1=c ) – фаза m -й гармоники; N  – количество 
гармоник, которое принимается во внимание при решении задачи. Таким 
образом, электрические и магнитные поля в рабочем объеме исследуемого 
ППСЛСЭ имеют вид 
 
 321 EEEE ++= ,   021 BBBB ++= .  (6.5) 
 
Следует заметить, что закон дисперсии для электронной волны ВПЗ 
},{ 33 kw , которая нарастает благодаря плазменно-пучковой неустойчивости, 
является линейным. Поэтому в этой системе также может реализовываться 
параметрический резонанс между гармониками волны ВПЗ. Кроме того, 
электромагнитная волна накачки, которая вводится извне, может также иметь 
мультигармоническую природу. Именно поэтому поля, в общем случае, 
выбираем в мультигармоническом виде (6.4). 
В качестве исходных уравнений для численного анализа используем 
релятивистское квазигидродинамическое уравнение (2.6), уравнение 
непрерывности (2.7) и уравнения Максвелла (2.8). Также считаем 
выполненными условия пренебрежения столкновениями и разбросом 
электронов по скоростям (2.9). Обоснование таких допущений изложено в 
подразделе 2.4.2. Учитывая, что в рассматриваемой модели все величины 
зависят только от продольной координаты z и времени t, соотношения (2.6)–
(2.9) можно записать в виде 
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В этих уравнениях qxu , qyu , qzu  – проекции вектора скорости q -го 
парциального электронного пучка qυ  на оси X , Y   и Z  соответственно, 
2/12222 )/)(1( -u+u+u-=g cqxqyqzq  – релятивистский фактор q -го пучка. 
Остальные величины определены в комментариях к формулам (2.6)–(2.8).  
Решение системы уравнений (6.6)–(6.11) разбиваем на три формально 
независимых этапа: 1) нахождение задачи движения (6.6)–(6.8) электронов 
плазмы и релятивистского электронного пучка в заданных электромагнитных 
полях; 2) решение уравнения непрерывности (6.9), полагая, что скорости 
электронного пучка уже известны; 3) решение задачи о возбуждении 
электромагнитных полей (6.10)–(6.11), полагая скорости и концентрации уже 
известными функциями.  
Задачи движения и уравнения непрерывности решаем с помощью 
модернизированного метода усредненных характеристик, задачу о 
возбуждении электромагнитного поля – с помощью метода медленно 
меняющихся амплитуд. При этом учитываем особенности параметрически-
резонансных взаимодействий (6.1).  
Для решения задачи движения преобразуем уравнения (6.6)–(6.8) к 
стандартному виду (2.10). Включим в такую систему уравнения для быстрых 
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фаз mp ,c . Будем считать, что амплитуды волн mE ,c  медленно меняются со 
временем t. Для описания такой зависимости введем медленное время 
x=t /t . В итоге получаем систему в стандартом виде 
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x
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t 1
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d , mqqzm
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В этих уравнениях, исходя из (6.4)–(6.5), xxx EEE 21 += , yyy EEE 21 += , 
zz EE 3= , xxx BBB 21 += , yyy BBB 21 += , 0BBz = , амплитуды полей 
)(,, t= cc mm EE  и )(,, t= cc mm BB  являются медленно меняющимися функциями 
от времени t , индекс c  принимает значения 1, 2, 3.  
Сравним систему (6.12)–(6.15) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNNqq pppppp ,3,1,3,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,...,=ψ , 
 { }NqqNNqq ,3,1,3,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,..., WWWWWW=Ω . 
 
Далее используем описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм 
модернизированного метода усредненных характеристик для случая 
нескольких быстрых фаз. В соответствии с этим алгоритмом переходим к 
усредненным переменным 
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Уравнения для усредненных переменных имеют вид 
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Ограничиваемся третьим приближением по x/1 . Алгоритм нахождения 
)(nu  и )(nA  известен и описан в (2.22)–(2.28). Из этих формул, в частности, 
следует: 0)( =t
nu  для любых n; 1)1( =tA , 0
)( =t
nA  для n > 1; 0)2()1( == uu zz AA , 
0)2()1( == uu xx AA , 0
)2()1( == uu yy AA ,  
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и так далее. Детали подобных преобразований описаны в [301]. В результате 
получаем решения как для проекций скоростей (6.17), так и для ее 
постоянной составляющей (6.18).  
Решение уравнения непрерывности находим аналогично. 
Преобразовываем уравнение (6.9) к стандартному виду (2.10). Скорость 
считаем известной функцией (6.17), (6.18) от быстрых фаз, постоянной 
составляющей скорости и медленно меняющихся амплитуд электрических и 
магнитных полей. Включим в такую систему уравнения для быстрых фаз 
(6.15). В итоге получим систему в стандартом виде 
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Сравним систему (6.19) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде 
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 { }NqqNNqq ,3,1,3,,21,2,1,1,1, ,...,,,...,,,..., WWWWWW=Ω . 
 
Напомним, что скорость здесь считается известной. Далее используем 
описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм модернизированного метода 
усредненных характеристик, переходим к усредненным переменным  
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Уравнения для усредненной концентрации имеют вид 
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Используем алгоритм нахождения )(nu  и )(nA , который описан 
соотношениями (2.22)–(2.28). В результате находим функции x/)1(nu , 
2)2( / xnu , 
3)3( /xnu , x/
)1(
nA , 
2)2( / xnA , 
3)3( / xnA , которые определяют решения для 
концентрации (6.21), (6.22) с точностью до кубических слагаемых по x/1 . 
Детали подобных преобразований описаны в [301]. 
Для получения решений задачи о возбуждении электромагнитных 
полей выражения для скорости (6.17) и концентрации (6.21) подставляем в 
уравнения Максвелла (6.10), (6.11). Учитываем, что выражения для скорости 
и концентраций парциальных пучков полученные методом усредненных 
характеристик, имеют вид рядов по малому параметру x/1 . Разлагаем их 
также в ряды по гармоникам быстрых фаз. В результате проведенных 
вычислений получаем для амплитуд напряженности электрического поля 
электромагнитной волны сигнала },{ 11 kw , накачки },{ 22 kw , продольной 
волны ВПЗ },{ 33 kw  систему дифференциальных уравнений в кубически-
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нелинейном приближении  
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В этих уравнениях обозначено 
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дисперсионные функции электромагнитной волны сигнала, накачки и 
продольной волны ВПЗ;  
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учитывающие кубически-нелинейные добавки к соответствующим 
уравнениям.  
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Функции )1( ,
1
qnux
 )2( ,2
1
qnux
, )3( ,3
1
qnu
x
 определяют осцилляторные слагаемые 
концентрации (6.21) парциальных пучков в первом, втором и третьем 
приближении соответственно; )1( ,
1
qx
uux
 )2( ,2
1
qx
uux
, )3( ,3
1
qx
uux
, )1( ,
1
qy
uux
 )2( ,2
1
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uux
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)3(
,3
1
qy
uux
, )1( ,
1
qz
uux
 )2( ,2
1
qz
uux
, )3( ,3
1
qz
uux
 – осцилляторные компоненты 1–3 
приближений скоростей xu , yu , zu  (6.18). 1)/( ,1,11 ±==h mxmy iEE  – знаковая 
функция, которая характеризует направление вращения вектора 
напряженности электрического поля циркулярно-поляризованной волны 
сигнала; 1)/( ,2,22 ±==h mxmy iEE  – знаковая функция, которая характеризует 
направление вращения вектора напряженности электрического поля 
циркулярно-поляризованной волны накачки; индексом “b” характеризуем 
параметры пучка, индексом “ p ” – параметры плазмы; bz ,u  – средняя 
скорость электронов пучка; pz ,u =0 – средняя скорость электронов плазмы; 
1,md  – символ Кронекера; 
2)/(1/1 cqq u-=g ; qzmmmq k ,,1,1,,1 u-w=W ; 
qzmmq k ,,2,2,2 u+w=W ; qzmmmq k ,,3,3,,3 u-w=W ; cm
Be
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qH g
=w 0,
|| ; 
ò
p
-×
p
=><
2
0 1,3,3
))exp((...
2
1...
,3
dpip mp m . 
Следует отметить, что для данной системы собственными являются 
циркулярно-поляризованные электромагнитные волны, связь между 
амплитудами которых имеет вид 1)/( ,1,11 ±==h mxmy iEE , 
1)/( ,2,22 ±==h mxmy iEE . Уравнения для y-компонент электромагнитных полей 
подобны уравнениям для x-компонент полей, и поэтому мы их не записываем 
в (6.23). Коэффициенты mK ,3 , mC ,3  характеризируют параметрически-
резонансное взаимодействие волн в исследуемой системе в квадратичном 
приближении. Из анализа mC ,3  следует, что для реализации 
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параметрического резонанса в квадратичном приближении необходимо, 
чтобы электромагнитные волны сигнала и накачки имели одинаковое 
направление вращения вектора напряженности электрического поля. То есть 
вращение вектора напряженности электрического поля обеих волн должно 
быть направлено или по часовой стрелке ( 11 +=h  , 12 +=h ), если смотреть 
вдоль вектора напряженности магнитного поля, или против часовой стрелки 
( 11 -=h , 12 -=h ). В противном случае mC ,3  будет равным нулю. Этот вывод 
полностью совпадает с выводами общей теории по отношению к 
резонансной поляризации [13–16].  
Коэффициенты в (6.23) также зависят от постоянных составляющих 
скоростей qu  и концентраций qn  парциальных пучков. Поэтому систему 
уравнений (6.23) дополним уравнениями для постоянных составляющих  
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Функции å ux=
bp
q
qq z
AV
,
)3(
,3
1 , å x=
bp
q
qnq AN
,
)3(
,3
1  учитывают кубически нелинейные 
слагаемые, зависят от волновых чисел, частот, амплитуд полей, постоянных 
составляющих скоростей qu  и концентраций qn  парциальных пучков. 
Полученную систему кубически-нелинейных уравнений (6.23)–(6.28) 
анализируем численно. Эта система уравнений описывает нелинейные 
процессы в ППСЛСЭ с доплертронной накачкой, позволяет определить 
уровни насыщения и другие параметры исследуемого устройства.  
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6.3. Анализ процессов взаимодействия волн в слабосигнальном 
приближении 
 
Определим инкременты нарастания волн в плазменно-пучковом СЛСЭ 
доплертронного типа, а затем проведем анализ влияния взаимодействия 
высших гармоник волн ВПЗ на динамику его основных гармоник в 
слабосигнальном приближении. Для решения выше сформулированной 
задачи из системы нелинейных уравнений (6.23)–(6.28) удалим кубически-
нелинейные слагаемые и проведем преобразование получившейся системы.  
Для формирования системы квадратично-нелинейных уравнений 
прежде всего учтем, что в рабочей области ППСЛСЭ реализуется эффект 
плазменно-пучковой неустойчивости. С математической точки зрения это 
значит, что некоторые решения дисперсионного уравнения для m -й 
гармоники волны пространственного заряда  
 
 0),( ,3,3,3 =w¢ mmm kD  (6.29) 
 
являются комплексными (дисперсионная функция ),( ,3,3,3 mmm kD w¢  
определяется выражением (6.26)). Это значит, что, полагая волновое число 
mk ,3  известным, из (6.29) находим частоту, которая является комплексной  
 
 mmm i G×-w=w¢ ,3,3 , (6.30) 
 
где m,3w  – действительная часть комплексной частоты m,3w¢ ; 
mG  – инкремент нарастания m -й гармоники волны ВПЗ за счет плазменно-
пучковой неустойчивости. Причем действительная часть комплексной 
частоты, как следует из (6.26), (6.29) [85–101], равна 
 
 1,301,30,3,3 // w×=u×=u»w mkmk zzmm . (6.31) 
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Таким образом, для действительной части частоты нарастающей волны ВПЗ 
закон дисперсии является линейным. Это значит, что если для m -й 
гармоники волновое число будет mkk m ×= 1,3,3  в m  раз больше волнового 
числа первой гармоники 1,3k , то и действительная часть частоты m -й 
гармоники )( ,3,3 mm kw  тоже будет в m  раз больше действительной части 
частоты первой гармоники 1,3w . Таким образом, фаза m -й гармоники (она 
определяется действительной частью частоты) 
 
 1,31,31,3,3,3,3 pmkmmkp zzmmm ×=u×-w×=u-w=  
 
в m  раз больше фазы первой гармоники. Поэтому между a, b и g 
гармониками нарастающей волны реализуются трехволновые 
параметрические взаимодействия, условия которых выражается 
соотношением 
 
 ma – mb = mg ,  (6.32) 
 
где ma , mb , mg  – номера гармоник. Условие (6.32) реализуется с участием 
огромного количества гармоник, например, 6 – 2 = 4, 5 – 2 = 3 и так далее. 
Таким образом, в плазменно-пучковой системе имеет место множественные 
резонансы между гармониками нарастающей волны, подобные тем, которые 
реализуются в двухпотоковой системе. Именно это свойство и является 
причиной интенсивного параметрически-резонансного взаимодействия 
гармоник нарастающих волн ВПЗ между собой.  
Также заметим, что в условиях параметрического резонанса (6.1), а 
значит и в системе уравнений для амплитуд поля (6.23), используются 
действительные значения частоты волны ВПЗ 1,3w  (а не комплексные). 
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Поэтому в системе уравнений для амплитуд поля (6.23) дисперсионная 
функция (6.26), которая зависит от действительных значений 1,3w  и 1,3k , не 
равна нулю 0),( ,3,3,3 ¹w mmm kD . Это обстоятельство является характерным 
для систем, в которых реализуется плазменно-пучковая и двухпотоковая 
неустойчивость.  
Определим связь между ),( ,3,3,3 mmm kD w¢  и ),( ,3,3,3 mmm kD w , разложив 
выражение ),( ,3,3,3 mmm kD w¢  в ряд Тейлора в области действительных значений 
m,3w , mk ,3  
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Отсюда находим 
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Как видим, это разложение определяется коэффициентами mC ,1  и mC ,2 , 
которые также используются в системе уравнений (6.23).  
Тогда система квадратично-нелинейных уравнений, полученная из 
(6.23), с учетом вышесказанного принимает вид 
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Полученная система уравнений описывает процессы усиления волн в 
слабосигнальном приближении. Учет слагаемого со второй производной от 
амплитуды гармоники волны ВПЗ в квадратичном приближении необходим. 
Как показывают расчеты это слагаемое соизмеримо со слагаемым с первой 
производной. В соотношениях (6.35) также учтено, что в рассматриваемом 
приближении амплитуда волны накачки не меняется.  
Система уравнений (6.35) описывает и трехволновое взаимодействие 
между первыми гармониками волны ВПЗ (слагаемые содержащие 
коэффициенты mK ,1,3 , mC ,3 ), и взаимодействие между гармониками 
нарастающей волны ВПЗ (слагаемые содержащие коэффициенты mC ,4 , mC ,5 ), 
и экспоненциальное нарастание волны ВПЗ за счет плазменно-пучковой 
неустойчивости (слагаемые содержащие коэффициент mC ,1 ). Рассмотрим 
последнее более детально. Предположим, что волна накачки отсутствует 
( 02 =E ), взаимодействием гармоник волны ВПЗ между собой пренебрежем. 
Тогда из третьего уравнения системы (6.35) следует 
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Решение этого уравнения очевидно: )exp(,3 zAE mmz G= . Оно описывает 
экспоненциальное нарастание за счет плазменно-пучковой неустойчивости. 
Определим инкременты нарастания волн в исследуемом ППСЛСЭ, 
исходя из системы уравнений (6.35). Рассматриваем случай, когда в 
плазменно-пучковом СЛСЭ реализуется монохроматический режим работы 
( 1,1 == Nm ). Ищем решения в виде )exp(~, 1,31,1 tEE zx a . Тогда из системы 
(6.35) получаем для инкремента нарастания a  соотношение  
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В полученном выражении через para  обозначен инкремент нарастания за 
счет трехволнового параметрического резонанса между волной сигнала, 
накачки и волны ВПЗ.  
Полагая, что инкремент нарастания 1G  плазменно-пучковой 
неустойчивости намного больше инкремента нарастания параметрического 
взаимодействия ( para>>G1 ) из (6.36) находим  
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Из соотношения (6.37) следует, что по математической структуре 
инкремент супергетеродинного усиления a  совпадает с инкрементом (1.3), 
полученным в рамках модельной задачи (без конкретизации механизма 
дополнительного усиления ВПЗ). 
Также из формулы (6.37) следует, что при условии para>>G1  
инкремент нарастания a  практически определяется инкрементом нарастания 
плазменно-пучковой неустойчивости 1G . Рассмотрим случай, когда 
нарастающая волна ВПЗ, принимающая участие в трехволновом 
взаимодействии, характеризуется максимальным инкрементом нарастания 
pG  за счет плазменно-пучковой неустойчивости (при этом pbzk w=u ,1,3 ). 
Тогда pG=G1 , используя известное выражение для максимального 
инкремента нарастания pG  [86–101 88], из (6.37) получаем  
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Ближайшим физическим аналогом исследуемого явления является 
эффект супергетеродинного усиления в двухпотоковых СЛСЭ (см. раздел 4). 
Для иллюстрации преимуществ плазменно-пучкового над двухпотоковым 
СЛСЭ проведем сравнение полученного инкремента нарастания a  с 
максимальным инкрементом нарастания эквивалентной двухпотоковой 
системы 2G  [13–16] 
 
 )2/( 2/32 bb g×w=G . (6.39) 
 
Под эквивалентной двухпотоковой системой в данном случае 
понимаем систему, в которой парциальный электронный пучок имеет такие 
же параметры, как и пучок в плазменно-пучковой системе. 
Анализируя соотношения (6.38) и (6.39), можно сделать вывод, что 
инкремент нарастания плазменно-пучковой системы pG  гораздо больше 
инкремента нарастания эквивалентной двухпотоковой системы 2G . Это 
связано с тем, что, во-первых, инкремент плазменно-пучковой системы 
зависит от ленгмюровских частот плазмы и пучка как 3/23/1 )()(~ bpp wwG , 
тогда как для двухпотоковых bwG ~2 . Так как ленгмюровская частота плазмы 
pw  в реальных приборах может быть намного больше ленгмюровской 
частоты пучка bw , инкремент pG  больше 2G . Во-вторых, зависимость у этих 
инкрементов от релятивистских факторов разная: )/(1~ bp gG , 
2/3
2 )/(1~ bgG . 
Это значит, что релятивизм пучка в случае плазменно-пучковой системы 
меньше уменьшает инкремент  нарастания, чем в случае двухпотоковой 
системы. Для иллюстрации вышесказанного проведем численные оценки. 
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Полагаем, что 1210~pw  с
 – 1, 9102~ ×wb  с
 – 1, 2=g . Используя соотношение 
(6.38) и (6.39) получаем, что 9104,5 ×=a  с – 1, 92 1035,0 ×=G  с
 – 1. Таким 
образом, инкремент нарастания a  в исследуемой системе гораздо выше (в 
пятнадцать раз), чем в случае эквивалентной двухпотоковой системы ( 2G ).  
Проведем анализ влияния взаимодействия высших гармоник волн 
ВПЗ на динамику его основных гармоник в слабосигнальном приближении, 
используя систему квадратично-нелинейных уравнений (6.35) и стандартные 
численные методы.  
Рассматриваем ППСЛСЭ, параметры которого представлены в 
табл. 6.1. Параметры подбираем таким образом, чтобы волна ВПЗ имела 
максимальный инкремент нарастания за счет плазменно-пучковой 
неустойчивости. Поэтому принимаем волновое число первой гармоники 
волны ВПЗ 5,38/3 =uw= bpk  см
 - 1. В этом случае длина волны сигнала в 
вакууме будет равна 8,1  мм, длина волны накачки в вакууме – 61,6  см.  
 
Таблица 6.1 
Параметры ППСЛСЭ доплертронного типа 
Параметры Значение 
Длина волны сигнала 1,8 мм 
Ленгмюровская частота плазмы ( pw ) 112c100,1 -×  
Ленгмюровская частота пучка ( bw ) 19c100,2 -×  
Значение релятивистского фактора пучка ( bg ) 2,0 
Напряженность продольного магнитного поля ( 0B ) 3108,2 ×  Гс 
Длина волны накачки 6,61 см 
Амплитуда напряженности 1-й гармоники 
электрического поля волны накачки  
 100,2 5× В/м 
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Прежде всего, следует отметить, что из-за того что связь между 
частотой и волновым числом для нарастающей волны ВПЗ является 
линейной (6.31), в плазменно-пучковой системе интенсивно генерируются 
высшие гармоники волны ВПЗ. В системе возбуждаются множественные 
трехволновые резонансные взаимодействия (см. комментарии к формуле 
(6.32)). С математической точки зрения учет мультигармонических 
взаимодействий гармоник волны ВПЗ приводит к тому, что в уравнении для 
ВПЗ системы (6.35) появляются слагаемые с коэффициентами mC ,4  и mC ,5 . 
Как показывает расчеты, такие мультигармонические взаимодействия 
кардинально влияют на динамику волн в ППСЛСЭ с доплертронной 
накачкой. Это утверждение иллюстрируют рис 6.2 и 6.3. 
На рис. 6.2 изображена зависимости амплитуд первых пяти гармоник 
волн напряженности электрического поля волны ВПЗ || ,3,3 mzm EE =  от 
нормированного времени tT p ×G= , где pG  – максимальный инкремент 
нарастания плазменно-пучковой неустойчивости (6.38). Кривая 2 на этом 
рисунке получена в результате расчетов, в которых учтено взаимодействие 
только первых гармоник волн. Кривая 1 представляет результат расчета, в 
 
 
Рис. 6.2. Зависимость амплитуд гармоник напряженности электрического 
поля ВПЗ mE ,3  от нормированного времени tT p ×G=   
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которых учтено влияние первых десяти гармоник ВПЗ волн, принимающих 
участие в нелинейном процессе взаимодействия. На рис. 6.2 также 
представлено динамику 2-й ( 2=m ), 3-й ( 3=m ), 4-й ( 4=m ) и 5-й ( 5=m ) 
гармоник ВПЗ. Видим, что в исследуемой плазменно-пучковой системе 
генерируются высшие гармоники, которые имеют соизмеримые с основной 
гармоникой амплитуды. Из рис. 6.2 следует, что мультигармоническое 
взаимодействие высших гармоник кардинально влияет на динамику первой 
гармоники ВПЗ: приводит не только к уменьшению темпов ее нарастанию, 
но и к появлению насыщения в квадратичном приближении (кривая 1).  
 
 
Рис. 6.3. Зависимость амплитуды первой гармоники волны сигнала 1,1E  от 
нормированного времени tT p ×G=  
 
Влияние мультигармонических взаимодействий гармоник волн ВПЗ 
испытывает и первая гармоника волны сигнала. На рис. 6.3 изображена 
зависимость амплитуды первой гармоники волны сигнала 1,1E  от 
нормированного времени tT p ×G= . Кривая 1 на этом рисунке получена в 
результате  расчетов, в которых учтено влияние первых десяти гармоник 
волн, принимающих в нелинейном процессе взаимодействия. Кривая 2 
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представляет результаты расчета, в котором учтено взаимодействие только 
первых гармоник волн. Видим, что и здесь учет мультигармонических 
взаимодействий приводит к изменению динамики волны сигнала: имеет 
место уменьшение темпа нарастания вплоть до появления насыщения.  
Таким образом, учет взаимодействия высших гармоник волн ВПЗ 
является необходимым даже при построении слабосигнального 
приближения. 
 
6.4. Уровни и механизмы насыщения в плазменно-пучковом 
СЛСЭ доплертронного типа 
 
Проведем анализ уровней и механизмов насыщения в плазменно-
пучковом СЛСЭ доплертронного типа, которые описываются системой 
кубически-нелинейных уравнений для амплитуд полей (6.23)–(6.28). 
Используем стандартные численные методы для интегрирования системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Рассматриваем ППСЛСЭ, 
параметры которого представлены в табл. 6.1. Расчеты проводим для двух 
случаев. В первом учитываются только первые гармоники 
взаимодействующих волн, тогда как во втором производится учет десяти 
гармоник каждой из них. Ограничиваемся изучением модели с 
монохроматической волной накачки. 
На рис. 6.4 изображена зависимость амплитуды первой гармоники 
волны сигнала от нормированного времени tT p ×G= , где pG  – максимальный 
инкремент нарастания плазменно-пучковой неустойчивости (6.38). Кривая 1 
на этом рисунке получена в результате расчетов, в которых учтено влияние 
первых десяти гармоник волн участвующих в нелинейном процессе 
взаимодействия. Кривая 2 представляет результат расчета, в котором учтено 
взаимодействие только первых гармоник волн. 
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Рис. 6.4. Зависимость амплитуды первой гармоники волны сигнала от 
нормированного времени tT p ×G= . Кривая 1 рассчитывалась с учетом 
параметрического резонанса 10 гармоник, кривая 2 – с учетом только первых 
гармоник  
 
Анализируя уровень насыщения волны сигнала в рамках кубически-
нелинейной теории (рис. 6.4, кривая 1) можно определить, что мощность 
электромагнитной волны в исследуемой модели плазменно-пучкового СЛСЭ 
равна 16 МВт, а коэффициент полезного действия – 31%. Следует заметить, 
что при этом использовался электронный пучок с умеренными для данного 
класса устройств параметрами ( 19 c102 -×=wb , 2=gb , сила тока 100 А) [88]. 
Понятно, что используя электронные пучки с большой силой тока (например, 
килоамперные [88]) мы можем получить существенное увеличение выходной 
мощности электромагнитной волны. Таким образом, можно утверждать, что 
плазменно-пучковые СЛСЭ доплертронного типа способны формировать 
интенсивное электромагнитное излучение в миллиметровом диапазоне длин 
волн и являются достаточно перспективными для создания нового типа 
мощных усилителей и генераторов данного диапазона. 
Сравнивая кривые 1 и 2 на рис. 6.4 полученные с учетом (кривая 1) и 
без учета влияния высших гармоник волн (кривая 2) видим, что влияние 
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высших гармоник волн приводит к уменьшению уровня насыщения более 
чем в два раза. Последнее свидетельствует о том, что высшие гармоники в 
нелинейных процессах в плазменно-пучковых супергетеродинных ЛСЭ 
играют важную роль. Поэтому  учет их влияния в моделях обсуждаемого 
типа является необходимым. Рассмотрим, однако, это влияние более 
детально. 
 
Рис. 6.5. Зависимость амплитуды первой гармоники напряженности 
электрического поля ВПЗ от нормированного времени tT p ×G=  
 
Как показывают результаты численного анализа, высшие гармоники в 
спектре волны сигнала практически отсутствуют. Это, прежде всего, можно 
объяснить особенностями изучаемой модели, где накачка выбрана строго 
монохроматической. Также из данного наблюдения следует вывод о том, что, 
по крайней мере, в кубически нелинейном приближении процесс 
супергетеродинной трансформации усиления из продольной волны ВПЗ в 
волну сигналу носит монохроматический характер. И это при том, что сама 
ВПЗ, как показывает анализ, оказывается существенно 
мультигармонической. Рис. 6.5 это наглядно проиллюстрирует, где 
представлены зависимости амплитуд первых гармоник напряженности 
электрического поля ВПЗ от нормированного времени T . Кривая 1 
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соответствует случаю, когда в расчетах учитывалось влияние следующих 9 
высших гармоник ВПЗ, кривая 2 – когда в расчетах учитывалась только 
первая гармоника ВПЗ.  
Видим, что уровень насыщения первой гармоники напряженности 
электрического поля волны ВПЗ при учете влияния высших гармоник 
уменьшается на ~25%. Как уже упоминалось выше, возбуждение высших 
гармоник ВПЗ объясняется тем, что дисперсионная кривая для волны ВПЗ (с 
которой осуществляется параметрическое взаимодействие волн) является 
близкой к линейной (см. рис. 6.6, кривая 1). Поэтому между гармониками 
волны ВПЗ осуществляется интенсивное параметрически-резонансное 
взаимодействие. В результате этого, несмотря на то, что уровень высших 
гармоник при выбранном сочетании параметров оказывается ниже первой 
гармоники, их совокупное влияние на первую гармонику приводит к 
снижению ее уровня. 
 
 
Рис. 6.6. Дисперсионные кривые для волны ВПЗ. Кривая 1 – дисперсионная 
кривая для волны ВПЗ, с которой осуществляется параметрическое 
взаимодействие волн. Штриховая часть кривой 1 соответствует области 
плазменно-пучковой неустойчивости 
 
Следует сказать, что при изменении соотношения параметров системы 
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возможно существенное повышение уровня высших гармоник. Например, 
при увеличении плазменной частоты пучка в десять раз высшие гармоники 
ВПЗ становятся гораздо интенсивнее и даже соизмеримыми с первой. Более 
того, возможны ситуации, когда амплитуды высших гармоник оказываются 
даже выше, чем первой.  
Проведем анализ механизмов насыщения в данной системе. Для этого 
рассмотрим поведение амплитуды первой гармоники концентрации плазмы 
1,3pn  (рис. 6.7, кривая 1), нормированной на постоянную составляющую 
концентрации электронов плазмы, и амплитуды первой гармоники волны 
концентрации пучка 1,3bn  (рис. 6.7, кривая 2), нормированной на постоянную 
составляющую концентрации электронов пучка, от нормированного времени 
tT p ×G= . На начальном этапе имеет место экспоненциальное нарастание 
обеих величин. Затем происходит их нелинейная стабилизация. При этом 
амплитуда 1-й гармоники концентрации плазмы совершает регулярные 
колебания. Эти колебания обусловлены захватом электронов пучка полем 
плазменной волны. Захват становится возможным благодаря, с одной 
стороны, снижению скорости пучка электронов до скорости близкой к 
фазовой скорости плазменной волны, а с другой стороны, существенному 
увеличению интенсивности плазменной волны. В результате захвата 
электроны пучка формируются в сгустки, которые колеблются в пределах 
квазипотенцильной ямы плазменной волны. Эти сгустки то отдают 
плазменной волне энергию, то отбирают обратно. Характерной 
особенностью этого процесса – за одно колебание плазменной волны сгустки 
дважды сталкиваются с краями квазипотенцильной ямы. Это приводит к 
тому, что осцилляции амплитуды 1,3bn  происходят вдвое чаще осцилляций 
амплитуды плазменной волны 1,3pn  (см. рис. 6.7, кривые 1 и 2). При этом 
уровень модуляции электронного пучка оказывается приблизительно равным 
единице. Таким образом, в данном случае имеет место полная модуляция 
пучка.  
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Анализируя поведение высших гармоник, можно найти, что в данной 
системе, помимо процессов типа захвата, реализуются также процессы типа 
нелинейного сдвига частоты [13–16, 85–101]. Так, кривая 3 на рис. 6.7 
представляет зависимость амплитуды четвертой гармоники волны 
концентрации пучка 4,3bn  нормированной на постоянную составляющую 
концентрации электронов пучка от нормированного времени T. Видим, что  
 
 
Рис. 6.7. Зависимость амплитуды первой гармоники концентрации 
электронов плазмы 1,3pn  (кривая 1, ось абсцисс слева) нормированной на 
постоянную составляющую концентрации электронов плазмы, амплитуд 
первой 1,3bn  (кривая 2, ось абсцисс справа) и четвертой 4,3bn  (кривая 3, ось 
абсцисс справа) гармоник волны концентрации пучка нормированных на 
постоянную составляющую концентрации электронов пучка от 
нормированного времени tT p ×G= . 
 
здесь процессы насыщения начинаются до начала захвата электронов пучка. 
Эти процессы насыщения связаны с эффектом торможения электронного 
пучка, как целого, под действием пондеромоторного потенциала. Последнее, 
242 
в конце концов, приводят к захвату электронов в ямах потенциального 
рельефа. Интересно отметить, что, как показал анализ, в отличие от 
традиционных параметрических ЛСЭ, здесь главный вклад в формирование 
потенциального рельефа вносят плазменные волны плазменно-пучковой 
неустойчивости, как наиболее интенсивные. 
Аналогичные исследования плазменно-пучковых систем [88] 
показывают, что насыщение плазменно-пучковой неустойчивости 
обусловлено именно процессами, описанными выше. Поэтому (а также 
учитывая вышесказанное) можно утверждать, что насыщение усиления в 
данной модели плазменно-пучкового супергетеродинного ЛСЭ происходит, 
прежде всего, из-за насыщения самой плазменно-пучковой неустойчивости. 
При этом, поведение волны сигнала, как следует из сопоставления 
соответствующих графиков, полностью определяется динамикой волны 
пространственного заряда.  
 
6.5. Выводы к разделу 6 
 
1. Впервые построена самосогласованная кубически-нелинейная теория 
параметрически-резонансных взаимодействий электромагнитных волн в 
плазменно-пучковых СЛСЭ, в качестве накачки которых используется 
замедленная электромагнитная волна, распространяющаяся в замагниченной 
плазменно-пучковой системе навстречу электронному пучку.  
2. Найдены аналитические выражения для инкрементов нарастания 
волн в ППСЛСЭ доплертронного типа. Показано, в таких СЛСЭ инкременты 
нарастания на порядок превышают инкременты нарастания эквивалентных 
двухпотоковых СЛСЭ.  
3. Впервые выяснено, что в ППСЛСЭ реализуются множественные 
трехволновые параметрические взаимодействия между гармониками 
нарастающей волны ВПЗ. Показано, что такие мультигармонические 
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процессы приводят к качественным изменениям динамики основных 
гармоник даже на слабосигнальном этапе развития взаимодействий волн. 
4. Используя кубически-нелинейный анализ процессов в ППСЛСЭ 
доплертронного типа, получено, что механизмы насыщения связаны с 
нелинейным сдвигом частоты и захватом плазменной волной электронов 
пучка.  
5. Показано, что плазменно-пучковые СЛСЭ с доплертронной накачкой 
способны генерировать мощные монохроматические электромагнитные 
волны в мм-субмм диапазоне длин волн. В рамках исследуемой модели 
получено, что мощность таких приборов может составлять десятки МВт 
(P = 16 МВт) при достаточно умеренных параметрах для данного класса 
устройств ( 19 c102 -×=wb , 2=gb , сила тока 100 А), коэффициент полезного 
действия может составлять ~ 31%. Это значит, что плазменно-пучковые 
СЛСЭ доплертронного типа способны формировать интенсивное 
электромагнитное излучение в мм-субмм диапазоне длин волн и поэтому 
являются достаточно перспективными для создания нового типа мощных 
усилителей и генераторов данного диапазона. 
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РАЗДЕЛ 7  
МУЛЬТИГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ В ПЛАЗМЕННО-
ПУЧКОВЫХ СЛСЭ С Н-УБИТРОННОЙ НАКАЧКОЙ 
 
В этом разделе проведено исследование мультигармонических 
процессов в плазменно-пучковых СЛСЭ с Н-убитронной накачкой. Такие 
устройства, по сравнению с ППСЛСЭ доплертронного типа, способны 
формировать мощную электромагнитную волну с широким 
мультигармоническим спектром. Это становиться возможным благодаря 
использованию множественных трехволновых резонансных взаимодействий 
двух видов: 1) между гармониками электромагнитных волн и ВПЗ; 2) между 
гармониками нарастающей ВПЗ. Особенностью резонансных 
взаимодействий между гармониками электромагнитных волн и ВПЗ является 
то, что для их реализации достаточно использовать ондулятор с 
монохроматическим полем. Основные научные результаты раздела 
опубликованы в работах [43–45, 70, 71]. 
 
7.1. Модель плазменно-пучкового СЛСЭ Н-убитронного типа 
 
Схема плазменно-пучкового СЛСЭ с Н-убитронной накачкой 
представлена на рис. 7.1. Электронный релятивистский пучок 1 с 
ленгмюровской частотой bw  проходит через плазму 2, в свою очередь, 
характеризующейся ленгмюровской частотой pw . Плазменно-пучковая 
система размещена в продольном фокусирующем магнитном поле с 
индукцией 0B . В качестве накачки используем спиральный магнитный 
ондулятор 3, который характеризируется периодом ондуляции 21,2 /2 kp=l  и 
индукцией магнитного поля первой гармоники 1,2B . На вход системы также 
подаем электромагнитный сигнал с частотой 1,1w  и волновым числом 1,1k . 
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Волна пространственного заряда с частотой 1,3w  и волновым числом 1,3k  
возбуждается в плазменно-пучковой системе в результате нелинейного 
характера взаимодействия волны сигнала },{ 11 kw  и поля ондулятора }{ 2k . 
Считаем, что для частот и волновых чисел этих волн выполняется условие 
параметрического резонанса  
 
 1,11,3 w=w ,  1,21,11,3 kkk += . (7.1) 
 
При этом параметры системы выбираем таким образом, что бы волна ВПЗ 
},{ 33 kw  характеризовалась максимальным инкрементом нарастания 
вследствие реализации плазменно-пучковой неустойчивости. 
 
 
Рис. 7.1. Схема плазменно-пучкового супергетеродинного ЛСЭ 
Н-убитронного типа 
 
Особенностью исследуемой системы является то обстоятельство, что 
здесь реализуется эффект супергетеродинного усиления (см. раздел 1). 
Сущность его состоит в использовании дополнительного механизма 
усиления одной из трех волн, участвующих в параметрическом резонансе, 
который реализуется в рабочей области плазменно-пучкового 
супергетеродинного ЛСЭ. В данном случае в качестве дополнительного 
механизма усиления выступает эффект усиления волны пространственного 
заряда за счет плазменно-пучковой неустойчивости. Роль самого 
трехволнового параметрического резонанса (7.1) здесь сводится к переносу 
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дополнительного усиления из ВПЗ на электромагнитную волну сигнала 
},{ 11 kw .  
 
7.2. Кубически-нелинейные укороченные уравнения для 
комплексных амплитуд взаимодействующих волн 
 
Считаем считать, что волны электромагнитного сигнала (обозначаем 
индексом 1), магнитное поле накачки (обозначаем индексом 2) и продольная 
электронная волна (обозначаем индексом 3) имеют мультигармоническую 
природу. Тогда электрические E  и магнитные B  компоненты полей в 
исследуемой системе будут иметь вид  
 
 ( )[ ]å
=
++=
N
m
ip
ymyxmx ckeEE m
1
,1,11 ..,1eeE ,  ( )[ ]å
=
++=
N
m
ip
ymyxmx ckeBB m
1
,1,11 ..,1eeB , 
 ( )[ ]å
=
++=
N
m
ip
ymyxmx ckeBB m
1
,2,22 ..,2eeB , [ ] z
N
m
ip
mz ckeE m eE å
=
+=
1
,33 ..,3 . (7.2) 
 
Здесь zktmp mm ,1,, ccc -w=  ( 3,1=c ), zmkzkp mm 1,2,2,2 -=-=  – фазы m -й 
гармоники; N  – количество гармоник, которое принимается во внимание при 
решении задачи. Таким образом, электрические и магнитные поля в рабочем 
объеме исследуемого ППСЛСЭ имеют вид 
 
 31 EEE += ,   02 BBB += .  (7.3) 
 
Следует заметить, что закон дисперсии для электронной волны ВПЗ 
},{ 33 kw , которая нарастает благодаря плазменно-пучковой неустойчивости, 
как выяснено в предыдущем разделе, является линейным. Поэтому в этой 
системе также может реализовываться параметрический резонанс между 
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гармониками нарастающей волны ВПЗ. Именно поэтому поля, в общем 
случае, выбираем в мультигармоническом виде (7.2). 
Отметим, что рассматриваемый ППСЛСЭ с Н-убитронной накачкой 
формально отличается от ППСЛСЭ  доплертронного типа лишь накачкой. 
Поэтому получение кубически-нелинейных уравнений для амплитуд 
взаимодействующих полей будет аналогичным, как и в подразделе 6.2. В 
связи с этим будем ссылаться на ряд соотношений подраздела 6.2.  
В качестве исходных уравнений для численного анализа используем 
релятивистское квазигидродинамическое уравнение (2.6), уравнение 
непрерывности (2.7) и уравнения Максвелла (2.8). Также считаем 
выполненными условия пренебрежения столкновениями и разбросом 
электронов по скоростям (2.9). Обоснование таких допущений изложено в 
подразделе 2.4.2. Учитывая, что в рассматриваемой модели все величины 
зависят только от продольной координаты z и времени t, соотношения (2.6)–
(2.9) можно записать в виде системы (6.6)–(6.11). 
Решение системы уравнений (6.6)–(6.11) разбиваем на три формально 
независимых этапа: 1) нахождение задачи движения (6.6)–(6.8); 2) решение 
уравнения непрерывности (6.9); 3) решение задачи о возбуждении 
электромагнитных полей (6.10)– (6.11).  
Задачи движения и уравнения непрерывности решаем с помощью 
модернизированного метода усредненных характеристик, задачу о 
возбуждении электромагнитного поля – с помощью метода медленно 
меняющихся амплитуд. При этом учитываем особенности параметрически-
резонансных взаимодействий (7.1).  
Для решения задачи движения преобразуем уравнения (6.6)–(6.8) к 
стандартному виду (2.10). Включим в такую систему уравнения для быстрых 
фаз mp ,c . Будем считать, что амплитуды волн mE ,c  медленно меняются со 
временем t. Для описания такой зависимости введем медленное время 
x=t /t . В итоге получаем систему в стандартом виде  
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x
=
t 1
dt
d , mqqzm
mq km
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,,,1,
,,
ccc
c Wºu-w= , mqzm
m k
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dp
,2,2
,2 Wºu-= . (7.7) 
 
В этих уравнениях, исходя из (7.2)–(7.3), xx EE 1= , yy EE 1= , zz EE 3= , 
xxx BBB 21 += , yyy BBB 21 += , 0BBz = , амплитуды полей )(,, t= cc mm EE  и 
)(,, t= cc mm BB  являются медленно меняющимися функциями от времени t , 
индекс c  принимает значения 1, 3.  
Сравним систему (7.4)–(7.7) с (2.10) и запишем вектор медленных 
переменных x , вектор-функции X , вектор быстрых фаз ψ  и вектор фазовых 
скоростей Ω  в явном виде. Формально вектор-функции ΩψXx ,,,  для 
рассматриваемой модели совпадают с (6.16), в которой следует использовать 
обозначения к системе (7.4)–(7.7). 
Далее используем описанный в подразделе 2.5.3 алгоритм 
модернизированного метода усредненных характеристик для случая 
нескольких быстрых фаз. В соответствии с этим алгоритмом переходим к 
усредненным переменным, аналогично как это сделано в (6.17)–(6.18).  
Ограничиваемся третьим приближением по x/1 . Алгоритм нахождения 
)(nu  и )(nA  известен и описан в (2.22)–(2.28). Из этих формул, в частности 
следует: 0)( =t
nu  для любых n; 1)1( =tA , 0
)( =t
nA  для n > 1; 0)2()1( == uu zz AA , 
0)2()1( == uu xx AA , 0
)2()1( == uu yy AA ,  
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и так далее. Детали подобных преобразований описаны в [301]. В результате 
получаем решения, как для проекций скоростей, так и для ее постоянной 
составляющей.  
Решение уравнения непрерывности находим аналогично, как и в 
подразделе 6.2.  
Для получения решений задачи о возбуждении электромагнитных 
полей выражения для скорости и концентрации подставляем в уравнения 
Максвелла (6.10), (6.11). Учитываем, что выражения для скорости и 
концентраций парциальных пучков полученные методом усредненных 
характеристик, имеют вид рядов по малому параметру x/1 . Разлагаем их 
также в ряды по гармоникам быстрых фаз. В результате проведенных 
вычислений получаем для амплитуд напряженности электрического поля 
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электромагнитной волны сигнала },{ 11 kw , продольной волны ВПЗ },{ 33 kw  
систему дифференциальных уравнений в кубически-нелинейном 
приближении  
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учитывающие кубически-нелинейные добавки к соответствующим 
уравнениям и зависящие от гармоник взаимодействующих волн. Функции 
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 определяют осцилляторные слагаемые 
концентрации, скоростей xu , yu , zu  парциальных пучков в первом, втором и 
третьем приближении соответственно. 1)/( ,1,11 ±==h mxmy iEE  – знаковая 
функция, которая характеризует направление вращения вектора 
напряженности электрического поля циркулярно-поляризованной волны 
сигнала; 1)/( ,2,22 ±==h mxmy iBB  – знаковая функция, которая характеризует 
направление вращения спирального Н-убитронного поля накачки; 
qzmmq k u-=W ,2,,2 ; остальные обозначения такие же, как и в (6.23).  
Отметим, что для данной системы собственными являются 
циркулярно-поляризованные электромагнитные волны, связь между 
амплитудами которых имеет вид 1)/( ,1,11 ±==h mxmy iEE , 
1)/( ,2,22 ±==h mxmy iEE . Уравнения для y-компонент электромагнитных полей 
подобны уравнениям для x-компонент полей, и поэтому мы их не записываем 
в (7.8).  
Из анализа коэффициента mC ,3  следует, что для реализации 
параметрического резонанса необходимо, чтобы направления вращения 
вектора напряженности электрического поля сигнала 1E  и вектора индукции 
магнитного поля накачки 2B  были одинаковыми. То есть вращение векторов 
обеих волн должно происходить или по часовой стрелке ( 11 +=h  , 12 +=h ), 
если смотреть вдоль вектора напряженности продольного магнитного поля, 
или против часовой стрелки ( 11 -=h , 12 -=h ). В противном случае mC ,3  
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будет равным нулю. Этот вывод полностью совпадает с выводами общей 
теории по отношению к резонансной поляризации [13–16]. В 
рассматриваемой системе волна сигнала и магнитное поле накачки являются 
правополяризованными. 
Коэффициенты в (7.8) также зависят от постоянных составляющих 
скоростей qu  и концентраций qn  парциальных пучков. Поэтому систему 
уравнений (7.8) дополним уравнениями для постоянных составляющих  
 
 ),,,,( 321 qqq
q nV
dz
d
u=
u
EBE . (7.9) 
 ),,,,( 321 qqq
q nN
dz
nd
u= EBE . (7.10) 
 
Функции qV  и qN  зависят от волновых чисел, частот, амплитуд полей, 
постоянных составляющих скоростей qu  и концентраций qn  парциальных 
пучков. 
Полученную систему кубически-нелинейных уравнений (7.8)–(7.10) 
анализируем численно. Эта система уравнений описывает нелинейные 
процессы в ППСЛСЭ с Н-убитронной накачкой, позволяет определить 
уровни насыщения и другие параметры исследуемого устройства.  
 
7.3. Мультигармонические и монохроматические взаимодействия 
в ППСЛСЭ Н-убитронного типа 
 
Рассмотрим линейную стадию усиления волн в исследуемой 
плазменно-пучковой системе с продольным фокусирующим полем. 
Используя дисперсионные функции (6.24), (6.26), запишем дисперсионные 
уравнения для первых гармоник электромагнитной волны сигнала },{ 11 kw  и 
волны ВПЗ },{ 33 kw   
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В этих уравнениях )/(|| 0 cmBe eH =w  – циклотронная частота вращения 
электронов плазмы в продольном магнитном поле. 
Для исследования особенностей резонансного взаимодействия волн в 
рассматриваемом плазменно-пучковом СЛСЭ построим зависимости 
(рис. 7.2) частоты волны сигнала и ВПЗ от волнового числа, используя 
формулы (7.11)–(7.12). На этом рисунке сплошная линия соответствует 
зависимости )(kw=w  для волн ВПЗ, штриховые для электромагнитных волн. 
Параметры системы, при которых были проведены расчеты, представлены в 
табл. 7.1.  
 
Таблица 7.1 
Параметры исследуемой системы 
Параметр Значение 
Ленгмюровская частота плазмы ( pw ) 112 c100,1 -×  
Ленгмюровская частота пучка ( bw ) 19 c100,2 -×  
Значение релятивистского фактора пучка ( bg ) 2,0 
Индукция продольного магнитного поля ( 0B ) 3108,2 ×  Гс 
 
Кривая 1 соответствует обыкновенной, кривая 2 – необыкновенной 
электромагнитным волнам [86–88, 150], кривые 3 и 4 соответствуют лево- и 
правополяризованными электромагнитным волнам, в распространении 
которых существенную роль играют электроны пучка.  
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Как уже упоминалось выше, волновое число 3k  и частоту 3w  волны 
ВПЗ выбираем таким образом, что бы волна ВПЗ имела максимальный 
инкремент нарастания вследствие плазменно-пучковой неустойчивости. 
Этому условию, как известно, (см., например [88]) соответствует значение 
волнового числа bpk uw= /3 . Такому значению волнового числа 3k  и частоты 
3w  соответствует точка O  дисперсионной кривой ВПЗ (рис. 7.2). В 
соответствии с условием параметрического резонанса (7.1) частоты волны 
ВПЗ и электромагнитного сигнала должны быть одинаковыми 31 w=w . 
 
 
Рис. 7.2. Дисперсионные кривые волн ВПЗ электромагнитного сигнала в 
плазменно-пучковом супергетеродинном ЛСЭ с Н-убитронной накачкой  
 
Проведем через точку O  горизонтальную линию const=w=w 3  
(штрихпунктирная линия AD ). Точки DCBA ,,, , которые получаются в 
результате пересечения прямой AD  с дисперсионными кривыми 
электромагнитных волн, характеризируют частоты и волновые числа 
электромагнитных волн, которые могут принимать участие в 
параметрически-резонансном взаимодействии волн в исследуемой системе. 
Таким образом, в рассматриваемом ППСЛСЭ может быть реализовано 
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четыре типа резонансных волновых взаимодействий, которые обозначим 
DCBA ,,,  в соответствии с точками DCBA ,,,  на рис. 7.2. Эти точки 
характеризуют частоты и волновые числа электромагнитных волн, 
участвующих в параметрическом резонансе. Проведем анализ таких 
взаимодействий.  
Рассмотрим систему, параметры которой представлены в табл. 7.1. В 
этом случае длина волны сигнала в вакууме будет равна 8,1  мм. Решая 
систему уравнений (7.1), (7.11), (7.12) нетрудно найти для каждого типа 
параметрического резонанса период ондулятора: =L A 7,47 см;  =LB 5,79 см; 
=LC 0,20 см; =LD 0,14 см (индекс соответствует типу параметрического 
резонанса). Как видим, наиболее интересными с точки зрения практической 
реализации прибора являются случаи A  и B . Выясним, какие параметры 
системы определяют период ондулятора в случаях A  и B . Как уже 
говорилось выше, кривые 3 и 4 соответствуют электромагнитным волнам, в 
распространении которых существенную роль играют электроны пучка. С 
математической точки зрения, эти волны в уравнении (7.11) определяются 
третьим слагаемым. Оно становиться существенным, когда знаменатель 
этого слагаемого становиться близким к нулю 
 
 0/1,11,1 »ghw-u-w bHbk . (7.13) 
 
Для волны ВПЗ, как следует из (7.12), выполняется следующее 
приближенное равенство 
 
 bk uw» /1,31,3 . (7.14) 
 
Учитывая условия параметрического резонанса (7.1) несложно найти 
параметры ондулятора  
256 
 
 
b
H
b
H
bb
kkk
g
hw
=
g
hw
+
u
w
-
u
w
»-= 1,11,31,11,31,2 . (7.15) 
 
В этом соотношении учли, что в соответствии с условием трехволнового 
резонанса (7.1) 1,11,3 w=w . Отсюда следует, что волновое число ондулятора в 
случаях A  и B  определяется величиной индукции магнитного поля 
( 00 ~)/(|| BcmBe eH =w ), релятивистским фактором пучка bg  и поляризацией 
циркулярно-поляризованной электромагнитной волны сигнала 1h . Таким 
образом, напряженность продольного фокусирующего магнитного поля 
является определяющим фактором для периода ондуляции Н-убитронного 
магнитного поля исследуемого СЛСЭ.  
Еще одной особенностью параметрического резонанса волн в 
рассматриваемой системе, которая следует из формулы (7.11), является то, 
что волновое число 2k  не зависит от частоты волн сигнала и ВПЗ. К этому же 
выводу можно прийти, анализируя рис. 7.2. Здесь кривые 3, 4 и 
соответствующие кривые ВПЗ являются практически параллельными, что 
свидетельствует о том, что «расстояние» между ним для различных частот 
остается практически неизменным. Из этого следует, что условие 
параметрической связи будет выполняться не только для основных гармоник 
волн сигнала, ВПЗ, но и для их высших гармоник. При этом в таких 
трехволновых резонансных взаимодействиях участвует одна и та же 
гармоника магнитного поля 1,2k . Так для m-х гармоник сигнала, ВПЗ и 
первой гармоники поля накачки будет иметь место соотношение аналогичное 
(7.15)  
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Здесь учтено, что частоты m-х гармоник сигнала и ВПЗ одинаковы. Таким 
образом, резонансные условия (7.1) можно расширить и на m-е гармоники 
сигнала и ВПЗ 
 
 mm ,1,3 w=w ,  1,2,1,3 kkk mm += . (7.17) 
 
Учтем, что вследствие линейности связи между частотой и волновым 
числом волны ВПЗ (7.14) имеет место возбуждение высших гармоник ВПЗ 
(см. подразд. 6.3). Тогда из (7.17) следует, что при этом будут также 
возбуждаться высшие гармоники сигнала. И при этом достаточно иметь 
только монохроматическое ондуляторное поле ( 1,2k ). 
Таким образом, в случае реализации параметрических резонансов A  и 
B  могут иметь место мультигармонические взаимодействия (7.17), генерация 
высших гармоник электромагнитного сигнала. Для реализации этого 
достаточно иметь монохроматическое поле накачки. Это открывает новые 
возможности формирования электромагнитных сигналов с широким 
мультигармоническим спектром.  
Для параметрических резонансов C  и D , как следует из выше 
приведенных оценок ( =LC 0,20 см; =LD 0,14 см), необходимо использовать 
микроондуляторы. Анализируя кривые 1 и 2 на рис. 7.2, можно сделать 
вывод, что в случае C  и D  будут реализовываться монохроматические 
режимы работы. 
 
7.4. Мультигармонические взаимодействия в слабосигнальном 
приближении  
 
Проведем анализ слабосигнального этапа развития 
мультигармонических взаимодействий волн в плазменно-пучковом СЛСЭ 
Н-убитронного типа. Получим систему уравнений, которая описывает 
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процессы взаимодействия в приближении слабого сигнала. Для этого из 
системы нелинейных уравнений (7.8)–(7.10) удалим кубически-нелинейные 
слагаемые и проведем преобразование получившейся системы, как это было 
сделано для системы (6.35). В результате искомая система квадратично-
нелинейных уравнений примет вид 
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Основное отличие системы (7.18) от аналогичной, которая описывает 
процессы усиления волн в ППСЛСЭ доплертронного типа (6.35), – 
возможность множества трехволновых параметрических резонансов высших 
гармоник сигнала и ВПЗ с использованием первой гармоники волны накачки. 
Резонансное условие таких взаимодействий описывается (7.17).  
Остальные процессы взаимодействия волн в ППСЛСЭ Н-убитронного 
типа проходят аналогично, как и в ППСЛСЭ с доплертронной накачкой. 
Среди этих процессов следует отметить интенсивную генерацию высших 
гармоник ВПЗ за счет множественных резонансов (6.32).  
Таким образом, в ППСЛСЭ Н-убитронного типа имеет место два 
механизма возбуждения высших гармоник. Один механизм связан с 
множественными резонансными взаимодействиями гармоник нарастающей 
волны ВПЗ (6.32), а другой – с множественными трехволновыми 
параметрическими резонансами гармоник волн ВПЗ и электромагнитного 
сигнала (7.17). И эти две группы множественных резонансных 
взаимодействий связаны между собой через общие волны, а именно, 
гармоники нарастающей волны.  
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Тогда, если на вход ППСЛСЭ Н-убитронного типа подать 
монохроматический сигнал, то за счет параметрического резонанса первых 
гармоник сигнала и ондуляторного поля возбуждается первая гармоника 
нарастающей волны ВПЗ. Далее первая гармоника ВПЗ в результате 
множественных трехволновых резонансных взаимодействий (6.32) 
генерирует высшие гармоники ВПЗ, которые, в свою очередь, вызывают 
возбуждение высших гармоник электромагнитного сигнала благодаря 
множественным резонансам (7.17). В результате таких взаимодействий на 
выходе ППСЛСЭ с Н-убитронной накачкой формируется мощный 
мультигармонический электромагнитный сигнал. 
Система уравнений (7.18) позволяет найти инкременты нарастания 
волн в ППСЛСЭ Н-убитронного типа для m-х гармоник электромагнитного 
сигнала и ВПЗ. Ищем решения в виде )exp(~, ,3,1 tEE mzmx a . Тогда из системы 
(7.18) получаем для инкремента нарастания a  выражение  
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В полученном соотношении через mpar ,a  обозначен инкремент нарастания за 
счет трехволнового параметрического резонанса между m-й гармоникой 
волны сигнала, ВПЗ и 1-й гармоникой поля накачки.  
Уравнение (7.19) является кубическим уравнением относительно 
неизвестной a . Наиболее простой приближенный вид решений этого 
уравнения можно получить для случая, когда инкремент нарастания 
плазменно-пучковой неустойчивости для m-й гармоники mG  намного больше 
инкремента нарастания параметрического взаимодействия m-х гармоник 
сигнала и ВПЗ ( mparm ,a>>G ). Тогда  
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Из соотношения (7.20) следует, что по математической структуре 
инкремент супергетеродинного усиления a  совпадает с инкрементом (6.37), 
полученным для ППСЛСЭ доплертронного типа. Также из формулы (7.20) 
следует, что при условии mparm ,a>>G  инкремент нарастания a  практически 
определяется инкрементом нарастания плазменно-пучковой 
неустойчивости mG .  
 
7.5. Анализ уровней и механизмов насыщения  
 
Проведем анализ уровней и механизмов насыщения плазменно-
пучковых СЛСЭ с Н-убитронной накачкой, которые описываются системой 
нелинейных уравнений (7.8), с использованием стандартных численных 
методов. Рассматриваем ППСЛСЭ, параметры которой представлены в 
табл. 7.1. Свойства системы подбираем таким образом, чтобы волна ВПЗ 
имела максимальный инкремент нарастания за счет плазменно-пучковой 
неустойчивости. Поэтому волновое число первой гармоники волны ВПЗ 
принимаем равным 5,38/3 =uw= bpk  см 
– 1. В этом случае длина волны 
сигнала в вакууме будет равна 6,1  мм, период ондуляции – 79,5  см. Также 
считаем, что циркулярно-поляризованный ондулятор является 
монохроматическим, то есть 0,2 =mk  при 1>m . Индукцию магнитного поля 
накачки принимаем равной 31,2 100,1 ×=B  Гс.  
Проведем анализ влияния высших гармоник сигнала и ВПЗ на уровни 
насыщения в рассматриваемом ППСЛСЭ. Для этого рассмотрим расчеты, 
представленные на рис. 7.3 и 7.5. 
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На рис. 7.3 представлена зависимость амплитуды первой гармоники 
волны сигнала 21,1
2
1,11,1 |||| yx EEE +=  от нормированного времени tT p ×G= , 
где pG  – максимальный инкремент нарастания плазменно-пучковой 
неустойчивости (6.38). В одном случае (кривая 1) учитывали только первые 
гармоники взаимодействующих волн, в другом случае (кривая 2)  
 
 
Рис. 7.3. Зависимость амплитуды первой гармоники волны сигнала от 
нормированного времени tT p ×G=   
 
учитывали 10 гармоник каждой из взаимодействующих волн (понятно, что 
2-я и более высокие гармоники циркулярно-поляризованного ондулятора при 
этом принимались равными нулю). Анализируя рис. 7.3, видим, что уровень 
насыщения в случае учета высших гармоник (кривая 2) более чем в пять раз 
меньше по сравнению с вариантом расчетов, когда высшие гармоники не 
принимались во внимание (кривая 1).  
Для выяснения причины такого снижения рассмотрим зависимость 
амплитуд высших гармоник волны сигнала mE ,1  от нормированного времени 
(рис. 7.4). На рис. 7.4 кривая 1 характеризует динамику первой гармоники, 
кривая 2 – третьей, кривая 3 – пятой, кривая 4 – седьмой, кривая 5 – девятой 
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гармоники. Анализируя уровень высших гармоник сигнала (рис. 7.4), можем 
убедиться, что высшие гармоники имеют амплитуды, величина которых 
соизмерима, а некоторых даже выше амплитуды первой гармоники. 
Возбуждение высших гармоник сигнала происходит как из-за трехволновых  
 
 
Рис. 7.4. Зависимость амплитуд высших гармоник волны сигнала от 
нормированного времени tT p ×G=  
 
резонансных взаимодействий с волнами пространственного заряда (7.17), так 
из-за взаимодействия гармоник электромагнитной волны между собой. 
Причиной взаимодействия гармоник волны сигнала между собой связана с 
тем, что дисперсионная кривая для электромагнитных волн, которые 
принимают участие в трехволновом параметрическом резонансе в 
плазменно-пучковом СЛСЭ, является линейной (кривая 3 на рис. 7.2). Таким 
образом, часть энергии в исследуемом СЛСЭ тратится на генерацию высших 
гармоник. При этом энергия, которая передается первой гармонике 
становиться меньше. Именно поэтому уровень насыщения амплитуды первой 
гармоники в пять раз меньше по сравнению с вариантом с вариантом 
расчетов, когда высшими гармониками пренебрегали (кривая 1 на рис. 7.3).  
На рис. 7.5 представлены зависимости амплитуд первых гармоник 
напряженности электрического поля ВПЗ от нормированного времени 
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tT p ×G= . Кривая 1 на этом рисунке соответствует случаю, когда в расчетах 
 
 
Рис. 7.5. Зависимость амплитуды первой гармоники напряженности 
электрического поля ВПЗ от нормированного времени tT p ×G=  
 
учитывалось влияние 10 первых гармоник взаимодействующих волн, кривая 
2 – когда в расчетах учитывалась только первые гармоники 
взаимодействующих волн. Из сопоставления этих кривых следует, что при 
учете влияния высших гармоник уровень насыщения 1-й гармоники ВПЗ 
уменьшается более чем в 2 раза, время насыщения также уменьшается. И при 
этом, как показывают исследования, амплитуды высших гармоник волны 
ВПЗ являются соизмеримыми с амплитудой первой гармоники ВПЗ. Такое 
поведение гармоник волны ВПЗ объясняется тем, что дисперсионная кривая 
для нее является линейной. Поэтому между гармониками волны ВПЗ имеет 
место интенсивное параметрически-резонансное взаимодействие. Результат 
такого взаимодействия приводит, с одной стороны, к генерации высших 
гармоник ВПЗ, а с другой стороны, к уменьшению амплитуды первой 
гармоники ВПЗ по сравнению со случаем, когда учет высших гармоник не 
производился. Уменьшение уровня насыщения первой гармоники ВПЗ 
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является также одной из причин, которые приводят к уменьшению уровня 
насыщения первой гармоники волны сигнала.  
Сравним уровень насыщения сигнала в плазменно-пучковых СЛСЭ с 
Н-убитронной и доплертронной накачкой, которые используют одинаковые 
плазменно-пучковые системы (кривая 1 на рис. 7.3 и кривые 1 на рис. 6.4). 
Видим, что для плазменно-пучковых СЛСЭ с доплертронной накачкой 
уровень насыщения больше почти в пять раз. Также в СЛСЭ доплертронного 
типа высшие гармоники практически отсутствуют. То есть здесь реализуется 
монохроматический режим взаимодействия. Причина этого состоит в 
использовании в трехволновом параметрическом резонансе необыкновенной 
электромагнитной волны (кривая 2 на рис. 7.2), которая характеризуется 
сильной дисперсией. В отличие от доплертронной модели в Н-убитронной 
генерируются интенсивные высшие гармоники электромагнитной волны с 
амплитудами соизмеримыми с амплитудой первой гармоники. Это означает, 
что в этом случае энергия электромагнитной волны распределяется среди 
всех гармоник сигнала. Несмотря на то, что первая гармоника сигнала в 
Н-убитронной модели меньше, чем в доплертронной модели, совокупная 
мощность всех гармоник является значительной. Так для исследуемого 
случая было получено, что мощность мультигармонической 
электромагнитной волны равна 8 МВт. Обратим внимание, при этом 
использовался электронный пучок с умеренными параметрами для такого 
класса устройств ( 19 c102 -×=wb , 2=gb , сила тока 100 А).  
Таким образом, плазменно-пучковые СЛСЭ с Н-убитронной накачкой 
способны формировать интенсивное мультигармоническое электромагнитное 
излучение в мм-субмм диапазоне длин волн, являются перспективными для 
создания нового типа мощных мультигармонических усилителей и 
генераторов этого диапазона.  
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7.6. Выводы к разделу 7 
 
1. Предложена концепция плазменно-пучкового СЛСЭ с Н-убитронной 
накачкой, в котором электромагнитная волна усиливается благодаря 
параметрическому резонансу пучковой волной пространственного заряда, 
нарастающей вследствие плазменно-пучковой неустойчивости и 
Н-убитронным магнитным полем. 
2. Выяснено, что плазменно-пучковые СЛСЭ с Н-убитронным 
магнитным полем могут работать в четырех различных режимах. Два из них 
позволяют усиливать сигналы с высокой степенью монохроматичности, два 
другие – формировать электромагнитные волны с широким 
мультигармоническим спектром. Показано, что формирование 
мультигармонических электромагнитных волн становиться возможным 
благодаря использованию множественных трехволновых резонансных 
взаимодействий двух видов: 1) между гармониками электромагнитных волн 
и ВПЗ; 2) между гармониками нарастающей ВПЗ. Особенностью таких 
взаимодействий является то, что для их реализации достаточно использовать 
ондулятор с монохроматическим полем. Получены аналитические 
выражения для инкрементов нарастания волн в ППСЛСЭ с Н-убитронной 
накачкой. 
3. Впервые построена мультигармоническая кубически-нелинейная 
теория ППСЛСЭ с Н-убитронной накачкой. Проведен анализ уровней 
насыщения. Продемонстрировано, что такие устройства способны создавать 
мощные мультигармонические волновые пакеты электромагнитных волн в 
мм-субмм диапазоне длин волн.  
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ВЫВОДЫ 
Проведенные в диссертационной работе исследования осуществляют 
дальнейшее развитие научного направления «Физика мультигармонических 
процессов в сильноточных лазерах на свободных электронах». Практическое 
значение полученных результатов состоит в том, что они могут быть 
использованы для создания новых типов устройств, формирующие 
интенсивное электромагнитное излучение с широким спектром, – 
мультигармонических супергетеродинных лазеров на свободных электронах. 
Основные результаты диссертационной работы состоят в следующем: 
1. Предложен метод (метод компрессии) формирования ультракорот-
ких кластеров электромагнитного поля, суть которого состоит в генерации 
входным сигналом высших гармоник с соизмеримыми амплитудами, су-
перпозиция которых формирует ультракороткий электромагнитный кластер.  
2. Предложен физический механизм реализации метода компрессии на 
основе мультигармонических СЛСЭ. Суть реализации такого механизма 
состоит в 1) преобразовании электромагнитного сигнала в волну 
пространственного заряда; 2) генерации высших гармоник в электронном 
пучке вследствие линейного эффекта супергетеродинного усиления; 
3) преобразовании мультигармонической ВПЗ в мультигармоническую волну 
сигнала, которая является кластером электромагнитного поля.  
3. Предложена концепция мультигармонических лазеров на свободных 
электронах, основное предназначение которых состоит в формировании 
интенсивных электромагнитных волн с широким спектром, в том числе, 
мощных ультракоротких кластеров электромагнитного поля.  
4. Проанализированы трехволновые параметрически-резонансные 
взаимодействия ВПЗ в двухскоростном релятивистском электронном пучке. 
Проведена их классификация и выяснено, что здесь возможна реализация 16 
разных типов параметрических резонансных взаимодействий. Четыре из них 
имеют множественный характер – условия трехволнового параметрического 
резонанса выполняются одновременно для большого количества троек волн, 
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которые связаны друг с другом через общую нарастающую волну. Выяснено, 
что здесь возможны следующие варианты трехволновых взаимодействий: 
взрывная неустойчивость (4 типа взаимодействий), экспоненциальное 
нарастание волн (6 типов взаимодействий), распад с повышением частоты (4 
типа взаимодействий), распад с понижением частоты (6 типов 
взаимодействий). Получено, что наиболее существенное нарастание волн 
имеет место в случае взрывной неустойчивости и при экспоненциальном 
нарастании за счет двухпотоковой неустойчивости. 
5. Построена самосогласованная кубически-нелинейная теория 
мультигармонических взаимодействий нарастающих волн в двухскоростном 
релятивистском электронном пучке. Выяснено, что когда частота первой 
гармоники много меньше критической частоты, происходит формирование 
продольных волн с широким мультигармоническим спектром, в котором 
высшие гармоники имеют более высокие амплитуды. Предложено 
использовать такие мультигармонические взаимодействия для генерирования 
ВПЗ с аномальными спектрами в двухпотоковых СЛСЭ. 
6. В кубически-нелинейном приближении проведен анализ влияния 
мультигармонических взаимодействий продольных волн разного типа на 
формирование аномального широкого спектра нарастающих волн в 
двухскоростном релятивистском электронном пучке. Выяснено, что 
параметрический резонанс продольных волн разного типа может оказывать 
существенное влияние на формирование спектра нарастающих волн, а 
именно: менять форму спектра, в 10 и более раз увеличивать максимальные 
значения амплитуд. Предложено использовать такие параметрические резо-
нансы для управления формированием широких спектров нарастающих волн.  
7. Построена кубически-нелинейная самосогласованная теория 
мультигармонических двухпотоковых СЛСЭ, которая учитывает 
множественные трехволновые резонансные взаимодействия гармоник волн. 
Исследовано влияние множественных трехволновых взаимодействий на 
динамику основной гармоники двухпотокового СЛСЭ, работающего в 
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режиме усиления максимально мощного сигнала. Показано, что такие 
взаимодействия могут приводить к уменьшению уровня электромагнитного 
сигнала в 10 и более раз.  
8. Предложено для формирования мощных электромагнитных волн с 
широким спектром использовать режимы работы двухпотоковых СЛСЭ, в 
которых первая гармоника ВПЗ много меньше критической частоты 
двухпотоковой неустойчивости. Проведен амплитудный, фазовый и 
спектральный анализ процессов протекающих при формировании 
ультракоротких электромагнитных кластеров в таких устройствах. Выяснены 
условия, необходимые для формирования ультракоротких кластеров 
электромагнитного поля. Показано, что двухпотоковые СЛСЭ с энергиями 
пучков ~ 3,3 МэВ могут формировать электромагнитные кластеры с 
длительностями ~ 40 фс. 
9. Построена кубически-нелинейная теория параметрических 
резонансных взаимодействий в электронно-волновых СЛСЭ с Н-убитронной 
накачкой, в которых в качестве дополнительного механизма усиления 
используются трехволновые резонансные взаимодействия ВПЗ с частотами, 
превышающими критическую частоту двухпотоковой неустойчивости. 
Проведен анализ режимов работы. Выяснено, что электронно-волновые 
двухпотоковые ЛСЭ могут иметь в 3 и более раз меньшие длины насыщения 
по сравнению с эквивалентными параметрическими ЛСЭ. Показано, что эти 
системы могут работать как высокоэффективные усилители мощности в 
субмм-ИК диапазоне волн с высоким уровнем монохроматичности. 
10. Предложена концепция плазменно-пучкового супергетеродинного 
ЛСЭ электронах, в котором электромагнитная волна усиливается благодаря 
параметрическому резонансу с пучковой волной пространственного заряда, 
нарастающей вследствие плазменно-пучковой неустойчивости, и 
Н-убитронным магнитным полем. Выяснено, что такие плазменно-пучковые 
СЛСЭ могут работать в четырех различных режимах. Два из них позволяют 
усиливать сигналы с высокой степенью монохроматичности, два другие – 
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формировать сигнал с достаточно широким спектром высших гармоник.  
11. Предложено использовать плазменно-пучковый СЛСЭ с 
Н-убитронной накачкой в качестве мультигармонического ЛСЭ для 
формирования мощных мультигармонических волн в мм-субмм диапазоне. 
Показано, что благодаря особенностям дисперсионных характеристик для его 
реализации достаточно использовать монохроматические системы накачки. 
Построена кубически-нелинейная самосогласованная теория 
мультигармонических взаимодействий в таких СЛСЭ. Продемонстрировано, 
что такие устройства способны формировать мультигармонические 
электромагнитные волны достаточно высокой суммарной мощности (8 МВт) 
в мм-субмм диапазоне длин волн, используя при этом электронные пучки с 
умеренными параметрами (энергия 0,5 МэВ, сила тока 100 А).  
12. Построена самосогласованная кубически-нелинейная теория пара-
метрически-резонансных взаимодействий электромагнитных волн в плазмен-
но-пучковых СЛСЭ, в качестве накачки которых используется замедленная 
электромагнитная волна, распространяющаяся в замагниченной плазменно-
пучковой системе навстречу электронному пучку. Показано, что мультигар-
монические взаимодействия высших гармоник ВПЗ понижают уровни насы-
щения электромагнитного сигнала в 2 и более раз. Выяснено, что механизмы 
насыщения связаны с нелинейным сдвигом частоты и захватом плазменной 
волной электронов пучка. Продемонстрировано, что такие СЛСЭ способны 
генерировать мощные (16 МВт) монохроматические электромагнитные 
волны в мм-субмм диапазоне длин волн, используя при этом электронные 
пучки с умеренными параметрами (энергия 0,5 МэВ, сила тока 100 А).  
13. Проведена модернизация метода усредненных характеристик для 
решения задач анализа мультигармонических процессов в 
супергетеродинных ЛСЭ с учетом специфики множественных 
параметрических резонансов. Такая модернизация связана с прямым и 
обратным переходами и направлена на упрощение алгоритма асимпто-
тического интегрирования для систем с одним иерархическим уровнем.  
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